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PREFACE 



La genese d’une innovation technologique est constitute par l’ensemble des faits 
scientifiques et techniques qui ont concouru a sa formation. La connaissance approfondie de 
cette phase prealable, difficile a observer quand elle est en cours, mais pourrait se reconstituer, a 
posteriori, est essentielle pour tenter de prevoir et de diriger le flux des changements 
techniques tout le long des differentes etapes des developpements scientifiques 
Cet ouvrage traite les fondements de la resistance des materiaux. II expose profondement les notions 
de tenseurs, une partie tres utile pour les calculs en resistance des materiaux. Les elements vectoriels 
ainsi que la modelisation des actions mecaniques sont introduite aussi dans cet ouvrage. 

Les parties essentielles tels que la traction, compression, torsion, flexion sont etudiees en detail et vue 
leur importance technique, une partie sur les differents essais mecaniques a ete introduite. La derniere 
partie a ete consacree a l'etude de la modelisation et du logiciel utilise en RDM. 

L’etudiant aura a s’impregner de l’ensemble des questions exposees dans ce contexte. 

Cependant, a travers cet ouvrage, j'ai essaye de porter toute V attention et le soin voulus, du point 
de vue pedagogique et didactique, afin de vous exposer, de maniere utile, les bases fondamentales de 
la RDM au service des etudiants de troisieme annee hydraulique. 

Cet ouvrage n’a pas d’autre but que d’aider l’etudiant dans sa comprehension de l’enseignement de la 
Resistance des Materiaux. II doit permettre de mieux cemer les champs d’investigation de cette science. 
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BUT DE LA RESISTANCE DES MATERIAUX 



La resistance des materiaux est l'etude de la resistance et de la deformation des solides (arbres de 
transmission, batiments, fusees, . .) dans le but de determiner ou de verifier leurs dimensions afin 
qu'ils supportent les charges dans des conditions de securite satisfaisantes et au meilleur cout 
(optimisation des formes, des dimensions, des materiaux. . .) 



ACTIONS 


DONNEES NECESSAIRES 


Determiner les dimensions fonctionnelles de la piece 


Les Actions Mecaniques 
La nature du materiau 


Choisir le materiau constituant la piece 


Les Actions Mecaniques 
Les dimensions de la piece 
Le type de verification 


Verifier la resistance a la "casse" de la piece : 
Depassement de la limite a la resistance elastique Re ou a la 
rupture Rr du materiau 


Les Actions Mecaniques 
Les dimensions de la piece 
La nature du materiau 


Verifier la resistance a la "deformation" de la piece : 

Depassement de la valeur maximale imposee par le 
C.D.C.F. pour les differentes deformations de la piece 


Les Actions Mecaniques 
Les dimensions de la piece 
La nature du materiau 
Le C.D.C.F. 


Verifier la resistance a la "fatigue" de la piece : 

Rupture apres un certain nombre de cycles de deformation 
imposee par le C.D.C.F. 


Les Actions Mecaniques 
Les dimensions de la piece 
La nature du materiau 


Verifier la resistance au "fluage" de la piece : 

Deformation continue de la piece, dans le temps, sous 
faction d'actions mecaniques constantes qui amene a la 
rupture de la piece 


Les Actions Mecaniques 
Les dimensions de la piece 
La nature du materiau 
Le C.D.C.F. 


Optimiser le cout de la piece par changement des formes, 
des dimensions, des materiaux, ... 


Les Actions Mecaniques 
Les dimensions de la piece 

La nature du materiau 
Le C.D.C.F. 
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1. Notions de solicitations 

Les sollicitations couramment rencontrees : 




SOLLICITATIONS SIMPLES ET COMPOSEES .* 

Sollicitations simples : Torseur de cohesion comprenant une seule sollicitation. 

Sollicitations composees : Torseur de cohesion comprenant plusieurs sollicitations simples (Traction + 
flexion par exemple). 

Tableau regroupant les sollicitations simples les plus courantes 



Sollicitations 


Effort 

normal 


Effort 

tranchant 


Moment 

de 

torsion 


Moment 

de 

flexion 




Traction/compression 


N 


T =0 


M t =0 


M f =0 




Cisaillement (1) 


N =0 


T 


M t =0 


M f =0 




Torsion 


N =0 


T 


M t 


M f =0 




Flexion pure (2) 


N 


T =0 


M t =0 


M f 





(1) Suivant l'orientation des sollicitations, l'effort Ty ou Tz peut etre nul. 

(2) Suivant l'orientation des sollicitations, le moment Mfy ou Mfz peut etre nul. 
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2. MOMENTS QUADRATIQUES 

2.1. MOMENT QUADRA TIQUE D UNE SURFACE PLANE PAR RAPPORT A UN AXE DE 
SON PLAN 

Definition 

Soit (S) une surface plane et un repere orthonorme (0,x,y) de son plan figure. 1 
Le moment quadratique elementaire de AS par rapport a (0,x) note AIqx csl defini par : 

AI ox = y 2 - AS 

et pour l'ensemble de la surface (S) : 

J ox = X y 2 - AS 

(S) 




Remarques : 

. L'unite de moment quadratique est le mm^ (ou le m^) 

. Un moment quadratique est toujours positif. 

. Les moments quadratiques des surfaces "simples" sont donnes a la fin du cours. 
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2.2 MOMENT OUADRATIQUE D UNE SURFACE PLANE PAR RAPPORT A UN AXE 
PERPENDICULAIRE A SON PLAN . MOMENT QUADRATIQUE POLAIRE 

Definition 

Soit (S) une surface plane et un repere orthonorme (0,x,y,z) tel que le plan (0,x,y) soit 
confondu avec le plan de (S) figure. 2 

Le moment quadratique polaire elementaire de AS par rapport a (0,z) perpendiculaire en O au 
plan de la figure et note AIq est defini par : 



AI 0 = p 2 -AS 



et pour l'ensemble de la surface (S) : 
I 0 = X P 2 - as 




Propriete : 

Considerons le moment quadratique polaire Iq de la surface (S) par rapport a (0,z) 
perpendiculaire en O a son plan figure. 3 

Notons : Iq = X P 2 - A S 

(S) 

Soient x et y les coordonnees du point M. On a : 
p 2 = x 2 + y 2 

On a done : Iq = I p 2 .AS = X x 2 .AS + X y 2 - A S 

(S) (S) (S) 

Soit: Io = IOx + I Oy 



7 






Figure. 4 

Soit une poutre subissant un moment de torsion M t = 5000 N.m 
On considerera trois geometries de section possibles, mais ayant la meme aire. 



8 
















Pour chaque type de section : 

• Calculer le moment quadratique Iq s’il n’est pas donne, 




Section en T 

l 0 = 2033333 mm 4 



• Calculer la valeur de cette contrainte tangentielle en fonction de p. 



Section circulaire 



Section rectangulaire 




• Calculer la contrainte maximale et indiquer au stylo rouge, le ou les lieux de cette 



contrainte 
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3. ELEMENTS VECTORIELS 

En mecanique, les elements vectoriels sont utilises pour representer : 

• les actions mecaniques 

■ les actions A, A 0/l 

■ les moments M ,M B (A Q/1 ),M BQ/1 

• les vitesses V,V on 

• les accelerations a,a AOIl 



3.1. VECTEURS 

1] Vecteur lie - bipoint : 

On appelle bipoint AB ou (A, B) l'ensemble ordonne des deux points A et B pris dans cet ordre. 
On appelle norme clu bipoint AB, la valeur absolue qui definit la longueur du segment [AB] ; on 
note IIABII ou AB 

Le bipoint AB peut etre defini geometriquement par: 

• Son origine : A; 

• Son support: la droite x’x; 

• Son sens de A vers B; 

• Sa norme IIABII. 

II existe un seul representant unique 
2 } Vecteur glissant 

On appelle vecteur A 0/1 la classe d’ equivalence des bipoints equipollents dont le bipoint A 0/1 est un 
representant. Fig. 4 

Le vecteur A 0/1 peut etre defini geometriquement par: 

• Son origine : A 

• Son support : la droite x’x; 

• Son sens de A vers x 

• Sa norme (intensite) II A 0/1 II ou A 0/1 




Unite : le Newton (N) 



Figure. 5 
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II existe une infinite de vecteurs sur x’x 

3] Vecteur libre 

II existe une infinite de vecteurs sur x’x 

4] Vecteur libre 

On appelle vecteur libre le vecteur defini comme suit : 



• Son support 

• Son sens 

• Sa norme 



II existe une infinite de vecteurs libres 



5] Expression graphique d’un vecteur : on representera un bipoint 

6] Notion de base orthonormee 

Une base orthonormee est constitute de trois vecteurs ayant la meme origine, perpendiculaires 
entre eux et de norme (longueur) unitaire ||x|| = ||y|| = llzll =1 



Rappel : la norme d’un vecteur est sa longueur. 
Xl 

u= y 1= > 



Notation de la base 



4 



U =V X 1 +yi + z i 



x,y,z 



Representation 

— » - > — > —■ > 

On trace les deux premiers vecteurs x , y qui forme le plan ( x , y ). On trace le 3eme 

— ^ ^ ^ 

vecteurs z perpendiculairement au plan ( x , y ) et dont le sens est determine par la regie : 

- des trois doigts 

- du tire-bouchon 

7] Repere orthonorme 

Un repere est constitue : 

- d’une base 

- d’un point donne, origine du repere. 

Notation : R [ O, x , y , zl 
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7) Expression analytique d’un vecteur : figure.6 

Les composantes d’un vecteur V sont des grandeurs mathematiques reelles correspondant au 
normes des vecteurs composantes ( Vx,Vy,Vz ) precedees du signe donne par 1’ orientation des 
axes du repere. 

• composante dans le meme sens que l’axe du repere = signe + 

• composante dans le sens oppose de l’axe du repere = signe - 



Vx : composante de V sur l’axe x 
Vy : composante de V sur l’axe y 
Vz : composante de V sur l’axe z 



V = Vxl + Vy. ] + Vzk 





Vx 


V 


Vy 




Vz 



Vx : composante de V sur l’axe x 
Vy : composante de V sur l’axe y 
Vz : composante de V sur l’axe z 



V = Vxl + Vy.j + Vzk 






Vx 


V 


Vy 




Vz 



Figure.6 
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La norme d’un vecteur est sa « valeur » mathematique dans son repere. Elle est notee II V II ou 
V telle que : 




Interpretation graphique : 

La norme d’un vecteur sera definie grace a la longueur du vecteur et a l’echelle des forces 
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10) Operations figure.8 



Addition geometrique de ve 






+ F 2 = F 




Addition analytique de vecteurs figure.9 

Soient 2 vecteurs A et B 
definis dans (x, y, z) : 

Ax Bx 

A Ay B By 
Az Bz 

Le vecteur C 
represente la somme : 

A + B = C et se definit 
comme suit : Figure.9 
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Cx 

C Cy avec 
Cz 

Cx = Ax + Bx 
Cy = Ay + By 
Cz = Az + Bz 

La somme analytique de vecteurs se resume a la somme des composantes. 
La soustraction se resume a une addition en appliquant la methode : 

F l -F 2 =F l +(-F 1 ) = F 




Proprietes l’addition est commutative 

f { +f 2 =f 2 +f { =f 

L’addition peut etre realisee a partir d’un parallelogramme (regie du parallelogramme) 
• 1’ addition est associativ 

(R + Fi) + Fi = F\ + (Fi + Fi) = F\ + Fi + Fb 













• element neutre 



vecteur nul : 0 



F + 0 = F 



Multiplication par un scalaire 



Soient V et 2 e . V . 2 est un vecteur W tel que : 

- W a la meme direction que V 

- si 2>0 , W a lc meme sens que V , contrairement si 2 est negatif 



- norme : 



\W 



= 2 . 



V 



11) Notion de resultante 



On appelle resultante d’un systeme d’ actions F t , F 2 ,...., F n , le vecteur F definit par la 
relation : 



F = F, + + .... + F_ 



12) Produit scalaire 

Soit le vecteur U represente par 

le bipoint (OA) et le vecteur V 
represente par le bipoint (OB) 
dans (x, y, z ) 

Figure.ll 

Soit B’ 1’ image de B par 
projection orthogonale sur l’axe 
a 
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Soit A’ l’image de A par 
projection orthogonale sur l’axe 
b 

Le produit scalaire U.V est le reel OA x OB' 
Le produit scalaire V.U est le reel OA' x OB 

Proprietes : 

uv = vu 

u.^+V7) = uy x +uyl 

(bU)y =b(UV) 



1 







„ ^ 


II 


u . 


V 


. cos 6 = V XJ 



Le produit scalaire du vecteur A par le 

vecteur B note A.B est egal au produit 
des modules (normes) des deux 
vecteurs multiplie par le cosinus de 
1’ angle 9 entre leurs directions 
respectives. 



Consequence : 

Si 9 = 90, alors cos 90 = 0 done le produit scalaire de deux vecteurs est nul si ces deux 
vecteurs sont perpendiculaires. 

Expression analytique du produit scalaire 





Ux 


Vx 


U 


Uy V 


Vy uy = UxVx + UyVy + UzVz 




Uz 


Vz 



Remarque : Le produit scalaire de 2 vecteurs est un nombre ree 

13) Produit vectoriel 



Le produit vectoriel du vecteur U par le vecteur V , que l’on notera U a V , est le vecteur 
W 

dont un representant d’origine A est tel que : 

- son support est perpendiculaire au plan (A,U ,V) 

- son sens est tel que (. U,V,W ) soit direct 

- sa norme a pour valeur : 
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II 1¥ 11 = lit/ II . Ill/ II .\sm(U,V)\ 

Proprietes : 

□ nullite : si un des vecteurs nullite : si un des vecteurs = 0 ou si les vecteurs sont 
colineaires 

□ antisymetrie : 0 a V = - ( V /\ 0 ) 

Expression analytique 

Dans une base orthonorme directe (x,y,z) , on donne : V l ,y l ,z 1 ) et V 2 (x 2 ,y 2 ,z 2 ) ■ 

Le produit vectoriel V l a V 2 s’ exprime par 
figure. 13 

VK= (y x z 2 - z x y 2 )x + (z x x 2 - x,z 2 )y + (x x y 2 - y x x 2 )z. 




14) Notion de torseur 

On appelle torseur l’ensemble defini dans un repere orthonorme : 

□ d’un vecteur note R appele resultante du torseur | T\ 

□ d’un champs vectoriel note M et verifiant la condition : M A = M B + AB a R 
M A est appele le moment du torseur [ T\ au point A 

R et M A sont les elements de reduction du torseur | T j au point A 
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(x,y,z) 



At} 



R = _ 

M a = AB a R 



X 

Y 

Z 



La 
M A 
Na 



R =X jc+Y.y+Z z : 

XXX sont les composantes de R dans (x,y,z) 
M a=Lajc+M A.y+N az • 



La,Ma,Na sont les composantes de Ma dans ( x , y, z) au point A 
R est appele resultante du torseur 
Ma est appele le moment au point A du torseur 



15) Changement de centre de reduction du torseur 



Soit 






[Ma] 



les elements de reduction en A du torseur , les elements de reduction en B du 



meme torseur s’ exprime par : Jr }- <j j> tel que : 



Mb=Ma+BAaR 




\X La 
Y Ma 
Z Na 



, = JLU—JL- 

... I Mb\ JMa+BAaR 

(x,y,z) 




Nb — 

1 KM 



Cas particuliers 

Torseur nul : £ )= J={o} 



Glisseur : Jr ]= {— - -}= { — ♦ — - — } 

M J a [Ma= Oj b {Mb=0+BAaR J 
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Un torseur glisseur est un torseur dont l’invariant scalaire est nul : RMb= 0 done la 
resultante est _L au moment 

Torseur couple : 4 {T b{^?} = At > J^)'' B 

15) Operation sur les torseurs 



On ne peut proceder a des operations sur les torseurs que s’ils sont definis au meme point 



Somme de torseurs 




avec i = 1 ... n 



{rj=X{r ; > 

i=l 



R=YRi 



i=\ 



Ma=2_Mai 



> 



exemple : 



a {TiU- a {Ti]= {-^1+ —\= J — . -B±+R^ _ 

Al ^ Al J t \ M ai , Mai , Mai+Mai „ Mai+Mbi+ABaRi ) 



fXl + ^2 
\ Yi+Yi 
[ Z 1 +Z 2 



La\+La2 I 
Ma1+Ma2 2 
ALl+iV.42 



4. MODELISATION DES ACTIONS MECANIQUES 



4.1. Definition d'une action mecanique 

D'une fagon generale, on appelle action mecanique toute cause physique susceptible : 

• de maintenir un corps au repos, 

• de creer, de maintenir ou de modifier un mouvement, 

• de deformer un corps. 

4.2. Classification des actions mecaniques 

Les actions mecaniques sont classees en deux families: 

• Les actions mecaniques a distance (champ de pesanteur, champ magnetique) 

• Les actions mecaniques de contact (dans les liaisons mecaniques) 

Un ensemble de corps etant defini (isolement), on distingue les actions mecaniques exterieures des 
actions mecaniques interieures a cet ensemble. Figure. 14 
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Soient trois solides Si, S2 et S3. 

Soit E l'ensemble constitue par les corps Si et S 2 : 
E={ S 1? S 2 }• 

Le bilan des actions mecaniques exterieures qui agissent sur 
l’ensemble E s’etablit ainsi: 

• Poids de l’ensemble E (Action Mecanique a distance : 
Poids de Si et S 2 ). 

• Actions mecaniques de contact exercees par S3 sur 
l’ensemble E aux points A, C et D (Actions 
Mecaniques de contact). 




Figure. 14 



4.3. Force, Moment et Couple 



4.3.1 Notion de force figure.15 

On appelle force, l'action mecanique (attraction ou repulsion) qui s'exerce mutuellement entre deux 
solides. Ces deux solides ne sont pas obligatoirement en contact. 

Une force s’ applique en un point. L’action mecanique exercee par une force sur une piece depend de : 

• l’intensite de la force, 

• la direction de la force, 

• du sens de la force. 

L'entite mathematique « Vecteur » est, lui, aussi 
caracterise par sa Norme, sa Direction et son Sens. 

Une force sera done modelisee par un vecteur, 
associe a un Point d' application 




Figure.15 
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Unite : Une force s’ exprime en Newton 
Notation : F(s^s 2 ) 

Qrdre de grandeur : Une personne de masse 70 Kg a un poids d’environ 700 N, soit, 70 daN. 



4.3.2 Notion de moment 

4.3. 2.1 Moment d’une force par rapport a 

Considerons un utilisateur qui souhaite, a l’aide 
d’une cle, fixer la jante d’un vehicule 
automobile. 

II positionne sa main au point A. 

Puis il commence par exercer une force F 1 

integralement portee par x. Malgre sa bonne 
volonte, il n’ arrive pas a obtenir le serrage de la 
vis. 

Il decide, alors, d’incliner legerement son action 
mecanique pour obtenir la force F 2 portee par 
x et -z. Le serrage semble s’amorcer. 

Finalement il exerce une force F 3 integralement 
portee par -z. Son action mecanique semble 
etre efficace... Pour retirer sa cle, il exercera 
une force F 4 integralement portee par -y 
Figure. 16 



un point figure.16 




L’exemple precedent montre que les effets physiques d’une A.M. dependent de la position du point 
d’application et de l’orientation dans l’espace (direction et sens) de la force F associee a cette A.M. 
Nous sommes done conduits a introduire la notion de moment de la force F par rapport a un point 
pour caracteriser completement l’A.M. Figure. 17 
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On appelle moment par rapport au point A de la 
force F appliquee au point M, le vecteur d’origine 
A defini par la relation : 

aT a (F) = AM aF 

Unite : Newton metre (N.m) 

Figure. 17 




Ce vecteur moment M A (F) sera represente par une double fleche. II possede les caracteristiques 
suivantes : 

Une origine : Le point A 

Une direction : perpendiculaire au plan forme par les vecteurs AM et F . 

Un sens : Le triedre (AM, F, M A (F)) est direct. 

Une norme : ||m a (F)|| = AM |iH|.|sin( AM, F)| 



Exercicel 





-3 


3 


0 


Considerons la force Pi 


12 appliquee au point A 


0 et la la force Fi 


7 appliquee au point B 




2 


-5 


3 



Les forces sont exprimees en Newtons et les longueurs en millimetres. 



Calculez, par la methode de votre choix, les moments par rapport au point O, origine du repere, de 
ces deux forces. 

Exercice 2 

Une balan§oire 3 est articulee en O (liaison pivot) sur un socle fixe 0. P i et Pi representent les poids 
respectifs des deux enfants 1 et 2, appliques respectivement en Hi et FU 

On souhaite calculer les moments par rapport au point O de P\ et de Pi pour, ensuite, les comparer. 
Quelle est la methode de calcul de moments que vous preconisez? Justifiez votre reponse. 
Determinez litteralement, les moments par rapport au point O des poids Pi et Pi. 

Determinez numeriquement, les moments en O des poids Pi et de Pi. Vous prendrez 
Pi =29 daN , Pi =32 daN, a = 2m et b = 1,8 m. 

Comparez ces deux moments et concluez. Figure. 18 
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Exercice 3 

Une balance romaine figure. 19 se compose d’un balancier 2 articule en O sur le crochet de fixation 1, et 
d’une masse d’equilibrage 3 dont la position est reglable sur le balancier. La charge a peser 4 est 
accrochee en B. La pesee est effectuee en deplagant la masse d’equilibrage 3. 

En supposant que le M o(P) + M o(Pme) = 0, exprimez la relation d’equilibrage entre P et les autres 
parametres du probleme. 

Determinez, numeriquement, le poids P mesure. Pour ce faire, vous prendrez P me = 5 daN , 
a = 700 mm et b = 100 mm. Deduisez-en la masse M de la charge accrochee. 
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Exercice 4 figure. 20 

La force F appliquee en A, modelise 1’ action mecanique exercee par l’utilisateur sur la clef. 
Determinez, litteralement, par un calcul vectoriel , le moment M b(F) . 

Determinez, litteralement, le moment M b(F) en utilisant la “formule du bras de levier”. 



Determinez, numeriquement, le moment M b(F). Pour ce faire, vous prendrez: 



= 150 TV, 



a=125, b=14 et a = 30°. 




Figure. 20 



Exercice 5 figure.21 

Nous souhaitons amorcer 1’ etude de l’equilibre 
du portique represente ci-contre. 

Determinez, litteralement, le moment M a(P). 
Determinez, litteralement, le moment M b(P). 
Determinez, litteralement, le moment Mc(P). 
Determinez, litteralement, le moment Mo(P). 
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4.3.2.2 Application aux problemes Plans 

Lorsque nous etudions un probleme plan, les vecteurs moments sont necessairement portes 
par l'axe perpendiculaire au plan d'etude. Nous introduisons done la notion de moment 
d'une force par rapport a un axe : M qX (F). II est judicieux d'utiliser la relation dite du « Bras 

de Levier ». En effet, moyennant l'utilisation d'un peu de trigonometric, il est aise de 
determiner la longueur d. figure. 22 

M -(F) = +d.p| 

Bz K ' II H 

La longueur d sera affectee d’un signe plus (+) si la force tend a faire toumer le systeme dans le 
sens positif, du signe moins (-) dans le cas contraire. C’est done une grandeur algebrique. 




4.3.2.3 Relation fondamentale entre les moments 

Soit une force F appliquee au point M, et deux points quelconques A et B. 

Par definition, M a (F) = AMaF et M b (F) = BMaF 

D’apres le relation de Chasles BM = BA + AM 

D’ou JT b (F) = (BA + AM)aF 
Soit aT b (F) = BAaF + AM aF 



Finalement M B (F) = M A (F) + BA a F 
b=" Cette relation est fondamentale 
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4.3.3 Notion de Couple 

Notre operateur souhaite desserrer la 
vis bloquee installee sur la jante. 

Apres avoir utilise le premier modele 
de cle sans grande reussite, il prefere 
utiliser un modele de type « croix ». II 
pose ses mains en A et en B et exerce 
deux forces F A et F B telles que : 

r A =-F B =F=F: z 

Un rapide calcul lui donne les 
moments par rapport au point O de 
ces deux forces: figure. 23 

K(F=-F - et JT 0 (f^=-fF^ 

Le bilan des A.M. exercees par 
l'utilisateur sur la croix est compose : 

• d'une resultante des forces : 

• d'un moment resultant par rapport au point 




F u =F a +F b = F.z-F.z = 0 



O : MJF u ) = MJF A ) + MJF B ) = -F.L.y 



La resultante de ces deux forces est nulle. Par contre, ces memes deux forces generent un 
moment que Ton appellera : un Couple. 

4 ATorseur associe a une action mecanique 

4.4.1 Definitions 

Une A.M. est completement definie lorsque nous connaissons les deux vecteursF et M A (F). Nous 
allons done regrouper ces deux vecteurs dans une entite mathematique appelee Torseur. 

Le toseur associe a Faction mecanique exercee en A, par un solide 2 sur un solide 1 sera note : 
figure.24 
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Figure. 24 



Composantes de la 

Composantes du moment 
Resultant en A 



{ T (2— >1) 



r- 1 


x 21 


L 2 i 




= 


y 21 




Base de projection 


[M a (2^1)J 


7 


XT 


_ ^ des vecteurs 


A 


1^21 


^21 J 


(x,y,z) 



Centre de reduction 



R 5 ' Le point A est un point quelconque. 

R 5 ' R( 2 — >i) et M a ( 2 -> i) sont appeles elements de reduction ciu point A du torseur 



4.4.2 Torseurs particuliers 



4.4.2.1 Torseur glisseur 4.4.2.2 Torseur couple 

On appelle torseur glisseur au point A, tout On appelle torseur couple, tout torseur 

torseur associe a une action mecanique dont le associe a une action mecanique dont la 

moment resultant est nul en ce point. resultante est nulle. 



resultante est nulle. 



{^"( 2 — > 1 ) }“ 



R( 2->n ^ 0 
M a ( 2 ->1) = 0 



{ T (2^1)} _ 



R( 2->n = 0 
M A ( 2 -> i) ^ 0 



R 5 ' Les elements de reduction d'un 
torseur couple sont les memes en tout 
point. 



4.4.3 Operations entre torseurs 

4.4.3. 1 Changement de centre de reduction 

[A , ] Ecriture au point B : { , r (2 _ >1) }= 



Soit : {' r f 2 ->i) } — 



J R( 2->l) 

A Im a (2->D. 



g [M B ( 2 -> 1) = M a ( 2 -> 1) + BAa/?(2->1) 
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4 . 43.2 Somme de deux torseurs 



Soient : 




alors : {t (2 ^ }+ {r^ }= 

A 



[M a ( 2 1 ) + M A (3 -> 1 ) 







^ Pour pouvoir additionner des torseurs, ils doivent tous etre 
exprimes au meme centre de reduction. II sera parfois necessaire 
de realiser, au prealable, un changement de centre reduction. 

Les vecteurs doivent etre exprimes dans la meme base. 

R 5 ' Les unites doivent etre compatibles entre elles. 



4.5. Actions mecaniques particulieres 



4.5.1 Action mecanique de Pesanteur 

L’ action mecanique de Pesanteur exercee par notre planete Terre sur un solide S de masse m, est une 
action mecanique a distance car elle ne resulte pas d’une liaison mecanique entre la Terre et S. figure. 25 




Figure. 25 



en un point quelconque A : 






R(T S) = ^ p, = P 



1=1 



MAit->s) = S(AM,a pi) 



i = 1 



au centre de gravite G du solide S : 



4.5.2 Action mecanique due a la pression d’un fluide sur une surface plane 

Les actions mecaniques de contact d’un fluide sur une surface plane (S) se modelisent par un torseur 
glisseur au centre A de la surface (S) tel que : figure. 26 
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Figure. 26 



{ T (/-«) 



} 



A 



I R(f-> S ) = -p.S.n 
[ MA(f^si = 0 



avec : 

• p : pression exercee par le fluide, sur la 
surface (S). Le fluide est suppose a pression 
constante, 

• S : aire de (S) ; 

• n : normale a la paroi orientee vers le fluide 



Unites legale 
p en Pa 
S en m 2 




en N 



Autres unites^ 
p en MPa 
S en mm 2 



Unites historiques: 
p en bars 
S en cm 2 



R 






en N 




en daN 



0,1 MPa = 10 5 Pa = 1 bar 



4.6 Torseur des actions mecaniques transmissibles par une liaison parfaite 
Une liaison mecanique entre deux pieces dite parfaite est caracterisee par : 

• Des volumes geometriquement parfaits et indeformables, 

• Des ajustements sans jeu, 

• Des contacts sans frottement. 



Ce modele est certes, tres theorique, mais bien pratique pour realiser nos calculs de mecanique. 

4.6.1 Methode 

U 3 ' Une Force F, integralement portee par x, ne pourra etre transmise par une liaison, que si cette 
derniere dispose d’un « obstacle » (de la matiere en contact) dans cette meme direction x, interdisant la 
translation d’une piece par rapport a V autre. 

F 5 ' Un Moment M A , integralement porte par y , ne pourra etre transmis par une liaison, que si celle-ci 
dispose d’un « obstacle » dans cette meme direction v, interdisant la rotation d’une piece par rapport a 
1’ autre. 
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4.6.2 Application: La liaison pivot 




Torseur des actions 

L 01 : Liaison pivot parfaite d’axe 

mecaniques 
transmissibles par Lqi 



Mobilites 
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0 


^01 ^01 


Tr 


0 Rot 


0 { r (0^1)} < 


^01 M 01 




0 


Rz a 


^ 01 o . 



Figure. 27 



(x,y,z) 



4.7. Cas des problemes 

admettant un Plan de Symetrie 

Dans certains cas, F etude du mecanisme dans l’espace peut etre delicate et longue. On recherche alors 
une possibility de reduire F etude a un probleme plan, sous certaines hypotheses. 



4.7.1 Hypotheses 

■ La surface de contact possede une geometrie qui presente une symetrie par rapport a un plan . II 
devra en etre de meme pour les actions mecaniques exterieures. 

■ Nous choisissons alors un repere local dont les axes sont confondus avec les axes du 
plan de symetrie. 
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4.7.2 Simplification 

Lorsque les hypotheses precedentes sont reunies, l’ecriture du torseur d’action mecanique transmissible 
par la liaison se simplifie. II subsiste : 

■ Les composantes de la resultante contenues dans le plan de symetrie, 

■ La composante du moment portee par l’axe perpendiculaire au plan de symetrie . 

Dans notre exemple, le plan de symetrie est (A,x,y) . 

Allure generate (3D) : Simplification : Allure simplifiee (2D) : 



>2, 


^21 




|*21 


Kl 




X 21 


0 


< y 21 


M 2l 


{ r (2-D } < 


Y* 


Ki 


> { r (2^D } < 
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0 > 


^21 
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lx 


Nj 


^ A 


. 0 


N 2l , 



(x,y,z) ( x,y,z ) (x,y,z) 

(6 inconnues) (3 inconnues) 
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et de contact 
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NB : Le torseur des actions mecaniques transmissibles par une liaison glissiere helicoidale n’est pas 
modelisable aussi simplement. 

Dans le chapitre suivant, nous mettrons en place un Principe que nous utiliserons pour determiner (entre 
autres) les inconnues de liaisons... 

5.ELASTICITE 



5.1. La deformation plastique 

L'etude des proprietes mecaniques des metaux et en particular leurs proprietes plastiques a un interet 
pratique considerable. Une grande partie de la recherche en metallurgie a pour but la mise au point 
d'alliages a resistance mecanique et a tonalite de plus en plus elevee. L'effort de traction a vitesse 
constante d'allongement permet l'etude detaillee des proprietes mecaniques de base, mais cette etude 
peut etre completee par des observations micrographiques, qui peuvent mettre en evidence les modes de 
deformation plastique, l'etape de perfection de la structure cristallise (presence de defauts cristallises). 

Dans ce contexte, la theorie des dislocations joue un role important, car elle nous permet de prevoir 
quelques donnees essentielles de la deformation plastique. Considerons un monocristal soumis a un 
effort de traction (fig. 29). Diverses families de plans de glissements sont possibles pour les dislocations, 
les plans (111) par exemple dans la structure CFC. 

Lorsque la charge de traction est assez elevee, on aura une contrainte de cisaillement maximum, qui 
provoquera le deplacement et le multiplication des dislocations, ce qui conduit au glissement des 
diverses tranches paralleles du cristal les unes par rapport aux autres (fig. 30). 
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Figure. 29 
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5.2 Aspects micrographiques de la deformation plastique 

5.2.1 Glissement 

La deformation plastique s'effectue essentiellement par glissement suivant le schema de la figure 1 
et plus rarement (basse temperature, forte vitesse) par maclage. 

5.2.1. 1 lignes de glissement 

L’observation au microscope optique montre d'une maniere generale des faisceaux de lignes 
paralleles sur la surface, dont le nombre croit avec la deformation plastique. Ces lignes sont en fait des 
marches dues au processus de glissement des dislocations. La figure 2 montre l'aspect de ces lignes sur 
un monocristal d'aluminium initialement poli electrolytiquement, puis deforme de 5%. Connaissant 
l'orientation du cristal, le systeme de glissement peut etre determine. Cependant, l'observation 
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micrographique normale est parfois trompeuse, et des"bandes" de glissement assez larges, etudiees au 
microscope electronique grace a la technique des repliques, apparaissent formees de petits segments de 
lignes de glissement fines et droites (fig.3 1 ). La distance entre lignes de glissement est de l'ordre de 
0.01a 1 pm et la valeur du glissement (hauteur de la marche): 10 a 1000 A. Dans les metaux CC, (le fer 
(X en particular), les lignes de glissement ne sont generalement pas rectilignes, elles sont sinueuses 
(sauf a basse temperature). En effet, le fer n'a pas un systeme de glissement simple, et, pour une 
direction de glissement, plusieurs plans de glissement sont actifs qui appartiennent tous a une meme 
zone <1 1 1>. Ce phenomene peut s'interpreter en termes de glissement devie fig. 32. 




Figures 31 et 32 Lignes et bandes de glissement 



La composante vis de la dislocation pouvant changer de plan de glissement, quand il en existe plusieurs 
pour une meme direction de glissement b'. Le glissement peut etre observe egalement dans la masse du 
metal, en attaquant une section polie par un reactif mettant en evidence les points d'emergences des 
dislocations, les figures d'attaque sont alignes suivant l'intersection du plan de glissement avec la surface 
observee. La topographie des rayons X se prete bien a l'observation des debuts du glissement dans un 
cristal de haute perfection. 
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5.3. Polycristaux 

Les courbes ont generalement un aspect simple et comprennent un domaine lineaire oil la 
deformation est elastique, un domaine plastique d'allure parabolique, suivi eventuellement d'une 
decroissance de la charge (striction). Les courbes se terminent au point correspondant a la rupture de 
l'eprouvette. 

Les diverses caracteristiques mecaniques a partir de la courbe de traction sont donnees ci dessous 

5.3.1. Proprietes elastiques 

Lorsqu'on exerce une contrainte (force) sur un cristal, celui-ci se deforme. Si le cristal reprend sa 
forme initiale lorsque la contrainte est relachee, la deformation est dite elastique (absence de 
deformation permanente ou plastique). Dans le domaine elastique la deformation est proportionnelle a la 
contrainte, c'est la loi de Hooke (fig. 33) 




Figure. 33 courbe effort allongement 

La courbe relevee au cours de l'essai de traction est connue sous le nom de diagramme d'essai de 
traction. 

- la partie OB correspond a une deformation elastique, les allongements sont proportionnels aux 

charges. 

- Le point B correspond a la fin de l'elasticite ou Pe est la charge de limite elastique. 

- La partie BC correspond aux deformations permanentes (plastiques), les allongements croissent tres 

vite avec la charge. 
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- Le point R correspond au moment de l'apparition de la rupture avec P R charge de la rupture. 

En general la contrainte normale est determinee par: G= F/ SO (N / mm" ) 

F: la charge instantanee 

SO : section initiale de l'eprouvette. 

F'allongement s'ecrit alors: 

e=Al/lo = l-lo/l 

lo = longueur initiale 
1 = longueur apres allongement. 

TangP = E. 

5 = e x E. 

E : module d'elasticite. 
s : Allongement e x.100% 

Le : contrainte limite d'elasticite. 

Les contraintes inferieures a 5e produisent pratiquement que des deformations elastiques. La limite 
elastique 50.2 correspond a la contrainte provoquant une deformation elastique et durant la quelle on 
peut observer une chute de la charge lors de l'essai. II existe la limite elastique superieure et inferieure. 
Pour les materiaux sans variation de limite elastique, on determine la limite elastique equivalente 50.2, il 
est frequent que la limite elastique est choisie comme une caracteristique de la resistance. La contrainte 
a laquelle est effectuee la rupture s'appelle resistance a la rupture 5r, done: 5r =Fmax /Ao (N/mm2) 

Dans ce cas la rupture s'effectue dans la partie ascendante du diagramme, dans le cas ou la rupture 
s'effectue dans la partie ascendante du diagramme ou: 

5r =Fr /Ao (N/mm2) 

Dans le cas des metaux plastiques, une fois les contraintes atteignent la valeur de rupture, la deformation 
se concentre en un secteur determine de l'eprouvette oil apparait un retrecissement de la section appelee 
Striction (fig. 34). 
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La charge diminue brusquement et en certain moment l'eprouvette se rompt a la valeur 5r 
La striction = So-S / So X 100% 

Les diagrammes contraintes- allongements different d'un metal a un autre (fig. 35). 




Fig. 35 



2 

Modules d'elasticite E (n/mm~) 
Diamant : 



Wolfram : 
Acier : 

FGL : 

Porcelaine : 
Alliage A1 
Caoutchouc : 
Resine : 



120 . 10 4 

35. 10 4 

20 . 10 4 
5.10 4 

55. 10 3 
:70.10 3 
< 10 2 

120-140. 10 2 



5.4 Structure de deformation en microscopie electronique 

La microscopie electronique sur lames minces conduit a une connaissance plus profonde de la 
structure et des mecanismes de deformation plastique, puisqu'elle permet l'observation directe de 
certains defauts, les dislocations en particulier. 
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Dans un metal bien recuit on n'observe qu'un petit nombre de dislocations qui sont les traces du reseau 
du Frank. Dans un metal deforme la densite de dislocations croit avec la deformation, plus vite dans les 
monocristaux que dans les polycristaux. Dans le cuivre et l'argent polycristallins on trouve ainsi 
O / £~ 2.10 11 cm- 2 . 

Une relation tout a fait generale (poly- et monocristaux) a ete etablie entre la contrainte d'ecoulement et 
la densite de dislocations 5. 

5.4.1 modules d'elasticite 

Differents modules peuvent etre definis pour un corps solide isotrope, c'est-a-dire un solide elastique 
ideal auquel s'applique par definition la loi de Hooke. Voyons brievement les cas de quelques 
sollicitations simples. 

Traction: la contrainte G est la force appliquee par unite d'aire. La deformation £ est fallongement 
relatif (1 ~ lo)/ lo- La loi de Hooke s'ecrit: 

G = E.£ 

Oil E est le module d'Young. II vaut environ 200GPa pour l'acier, 100 pour le cuivre, 10 pour le plomb. 
La meme definition s'applique au cas de la compression. L'allongement est accompagnee d'une 
contraction laterale egale a A r / r 0 = -V£ ou v est le coefficient de poisson. 

La variation relative de section est done: 

AS / So = 2 Ar / ro = -2 V£ 

et la variation relative de volume: AY / Vo = AL / Lo + AS / So = £ -2 V£ 

L'experience montre que v n'est pas egal a 1 / 2, mais plutot voisin de 1 / 3, il y a legere augmentation de 
volume au cours de la traction. Dans une eprouvette sollicitee en flexion plane, une face est en traction, 
l'autre en compression; il existe une region non deformee appelee fibre neutre. 

Cisaillement : Dans la traction ou la compression, les contraintes sont normales aux faces sur lesquelles 
elles s'exercent; dans le cisaillement elles sont paralleles a ces faces, c'est-a-dire tangentielle. 

La contrainte est toujours la force par unite d'aire (fig.36): on l'appelle dans ce cas scission T ; la 
deformation y s'exprime en valeur relative par le deplacement par unite d'epaisseur, c'est-a-dire par 
l'angle indique sur la figure. La loi de Hooke s'ecrit T = y|Ll 
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Ou p est le module de coulomb. 

On demontre tres facilement que E et p sont relies par l'equation: 

H = E/2(l+v) 

Dans une eprouvette sollicitee en torsion, la deformation est un cisaillement pur. 




Ou ^ est un facteur de l'ordre de l'unite et T une contrainte qui est sensiblement nulle pour les cristaux 
CFC. 

La distribution des dislocations n'est pas homogene. Pour de tres faibles deformations, les configurations 
sont simples et correspondent a des schemas theoriques classiques: dipoles, multipoles, supercrans, 
intersections et jonctions, boucles... 

Si l'energie de defaut d'empilement est faible, les dislocations s'accumulent dans leur plan de glissement, 
et leur densite augmente continument avec la deformation. Par contre, pour les metaux de forte energie 
de defaut, le glissement devie est possible: des 1 ou 2% de deformation, les dislocations ont tendance a 
former des echeveaux. Les annihilations mutuelles, qui constituent un veritable processus de restauration 
dynamique, conduisent a un equilibre partiel entre dislocations creees, en nombre fonction de la vitesse 
de deformation, et dislocations annihilees, en nombre fonction de la temperature. Les echeveaux forment 
des parois qui delimitent des cellules plus ou moins parfaites (fig. 37 et 38). Pour E=10%, elles ont un 
diametre d'environ 1pm. Au fur et a mesure que la deformation progresse, les parois se densifient et la 
taille des cellules diminue legerement. Pour l'aluminium et le cuivre, apres ecrouissage eleve, une 
structure cellulaire est observee, analogue a celle qui serait visible dans d'autres metaux ecrouis apres un 
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recuit de restauration. Dans les metaux a plus faible energie de defaut d'empilement, les parois sont plus 
floues. Dans les alliages a tres faible energie de defaut (~20mJ.m"~) comme les aciers inoxydables 
austenitiques, on n'observe pratiquement jamais de cellules. 

Pour observer le mouvement des dislocations et leurs configurations sous contrainte. On effectue des 
observations dynamiques, en tractionnant et en chauffant ou refroidissant l'echantillon dans le 
microscope electronique. La realisation des appareils a tres haute tension (IMeV ou plus) permet de 
telles observations in situ. 

Sur des micro eprouvettes de quelques microns d'epaisseur: le glissement des dislocations, le glissement 
devie, des sources actives, des reactions de jonction, etc... ont pu etre observes et filmes, et de nombreux 
modeles theoriques examines. 
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5.5. Caracteristiques mecaniques 

La conduite du choix d'un materiau pour un composant devant assurer une fonction donnee releve 
done de l'analyse des proprietes que doit presenter ce materiau pour satisfaire le besoin. L'ingenieur 
definit ainsi un profil materiau. 

Parmi ces caracteristiques, la limite d'elasticite et la resistance a la traction sont sans nul doute celles 
auxquelles l'ingenieur pense en premier lorsqu'il con§oit. Rappelons que ces grandeurs sont des 
caracteristiques conventionnelles definies par la norme (norme A3- 151 pour les aciers). Elies sont 
obtenues a partir de la courbe conventionnelle de traction. La durete represente egalement une 
caracteristique tres interessante car tres facile a mesurer. En outre, elle est etroitement liee a la limite 
d'elasticite du materiau et egalement a son comportement plastique (ecrouissage). Toutes ces 
caracteristiques de resistance sont etroitement liees aux defauts de la structure cristalline sur lesquels on 
reviendra plus tard. 

5.5.1. la limite d'elasticite en traction 
Pour les metaux 

A l'echelle microscopique, la limite d'elasticite correspond au niveau de contrainte qu'il faut appliquer 
pour activer les mouvements de dislocations, defauts de la structure cristalline, dans un nombre 
suffisamment important de grains. La limite d'elasticite d'un materiau polycristallins est en moyenne 1.5 
fois superieure a celle du materiau monocristallin. Ici apparait l'interet des materiaux polycristallins vis a 
vis de cette caracteristique de resistance. Par definition, la limite d'elasticite (notee Re) est la valeur de la 
contrainte conventionnelle F/So correspondant a la transition elastique- plastique du comportement du 
materiau soumis 

a la traction uniaxiale. Dans le cas des aciers doux (a faible teneur en carbone), la deformation plastique 
debute par une plastification heterogene. La courbe de traction presente alors un palier en dent de scie, 
appele palier de Piobers-Luders. II faut alors definir une limite d'elasticite haute, notee Reh, qui 
correspond au pic de traction precedant le palier. 

Ce pic de contrainte traduit la contrainte necessaire pour amorcer le premier glissement plastique. On 
definit egalement une limite d'elasticite basse, notee Rel, et qui correspond a la contrainte la plus faible 
observee sur ce palier. Pour sa part, la longueur du palier de deformation plastique heterogene est notee 
Ap%. Pour beaucoup d'autres alliages, la transition elastique- plastique est progressive: e'est le cas en 
autre pour les aciers de traitements thermiques, les alliages d'aluminium. La norme definit alors pour ces 
materiaux une limite d'elasticite conventionnelle correspondant a un certain taux de deformation 
plastique (deformation permanente), le plus souvent fixe a 0.2%. Cette valeur est notee Rp0.2 (exprimee 
en MPa). Dans certains domaines de la conception (construction aeronautique en autres), les ingenieurs 
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retiennent la limite d'elasticite conventionnelle a 0.02% (Rp0.02). La figure 39 ci-dessous illustre ces 
conventions. 




Figure. 39 courbe conventionnelle de traction et limite d'elasticite 

Pour les ceramiques 

Les ceramiques et les verres sont peu resistants en traction et ils sont fragiles: aucune plasticite 
n'apparait avant la rupture; la limite d'elasticite et la resistance a la traction sont confondues. Ils se 
comportent beaucoup mieux en compression. C'est done cette caracteristique qui sera retenue pour 
caracteriser le comportement de ces materiaux. 




Figure.40 courbe conventionnelle de traction d'une ceramique et rupture fragile. 
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Pour les polymeres 

La limite d'elasticite correspond a la limite d'elasticite apparente, c'est-a-dire la contrainte a laquelle la 
courbe contrainte-deformation devient clairement non lineaire. Cela correspond typiquement a une 
deformation de l'ordre de 1%. A l'echelle microscopique, cette limite correspond au glissement 
irreversible des chaines moleculaires (microfissuration) et a l'apparition de zones de faible densite qui 
diffusent la lumiere, faisant apparaitre le polymere blanc. 




Figure.41 courbe de traction conventionnelle pour un polymere. 



Pour les composites 

Tout comme les ceramiques, ces materiaux presentent un comportement purement elastique. Pour ces 
materiaux, la limite d'elasticite conventionnelle peut etre definie comme etant la contrainte 
correspondant a un certain taux de deformation, fixe en general a 0.5%. 

5.5.2. Modules d'elasticite 

Les modules d'elasticite longitudinal E (ou module de Young) et transversal (G) (module de 
Coulomb) et de compressibilite (K) traduisent la raideur d'un materiau. Cette raideur est principalement 
liee a la nature des liaisons interatomiques assurant la cohesion du reseau cristallin ainsi qu'a la densite 
de ces liaisons en rapport avec la nature des liaisons. Ces liaisons ont un comportement elastique. La 
raideur du materiau est liee a son comportement elastique. Ainsi, les modules les plus eleves sont 
observes pour les materiaux metalliques caracterises par des empilements atomiques (a la base de la 
structure cristalline) extremement denses (structure cubique faces centrees CFC ou hexagonale 
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compacte HC) et des liaisons interatomiques covalentes de grande raideur. A l'oppose, les polymeres 
presentent des modules faibles, en rapport avec la raideur des liaisons secondaires liant entre elles les 
chaines carbonees. Pour un materiau isotrope, hypothese retenu pour les alliages metalliques observes a 
l'echelle macroscopique (echelle de l'ingenieur), module longitudinal, transversal et de compressibilite 
sont lies entre deux par certaines relations. En ce qui concerne les materiaux 
metalliques, on a en general 

G~. e /8 et K» E 

Le module d'elasticite longitudinal correspond en pratique a la pente de la partie lineaire de la courbe 
conventionnelle de traction (contrainte F/So - allongement relatif AL/Lo obtenue a partir d'un essai de 
traction uniaxial au cours duquel est enregistre le diagramme de traction classique 
(force F- allongement ~ A1 ). Cependant, il est necessaire d'instrumenter l'essai soit avec des jauges de 
deformations directement collees sur la partie calibree de l'eprouvette (operation delicate sur eprouvette 
cylindrique) soit en utilisant un extensometre, appareil annexe de tres grande precision (extensometre a 
jauges, extensometre a visee FASER). F'analyse vibratoire ou l'analyse par ondes ultrasonores 
constituent d'autres moyens tres precis de mesurer ce module. 

5.5.3. La resistance a la traction 

Meme si cette caracteristique est beaucoup moins utile pour l'ingenieur (il est rare de dimensionner a 
la rupture statique) il n'est pas inutile de la rappeler ici. 

Pour les metaux 

Elle ne correspond pas a la contrainte appliquee au moment de la rupture, a partir de laquelle on voit 
apparaitre localement un etranglement de la section. Au niveau de contrainte, la deformation plastique, 
qui jusque la etait repartie uniformement, se concentre dans cette zone d'etranglement appele zone de 
striction. Sur la courbe conventionnelle de traction, elle correspond a la valeur maximale de la contrainte 
conventionnelle F / So. 

A l'echelle microscopique, cela correspond a une stabilite plastique lie a un taux d'endommagement tres 
important (densite de dislocation tres importantes avec informations d'amas de dislocations pouvant 
constituer des microcavites). A partir de ce niveau de contrainte, un col de striction apparait a la vitesse 
de deformation augmente. Fa contrainte reelle (effort ramene a la section reellement resistante) 
augmente considerablement jusqu'a ce que la section resistante soit insuffisante. Il y'a alors rupture 
fragile. 

Pour les ceramiques 

Fe comportement fragile des ces materiaux se traduit par le fait que limite d'elasticite et resistance a 
la traction sont identiques. 

Pour les polymeres 
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II est rare de parler de cette caracteristique par les polymeres. Elle correspondrait alors a la contrainte a 
rupture. 

5.5.4. La durete 
Pour les metaux 

La durete caracterise la resistance que presente le materiau a la penetration d'un indenteur sur lequel 
on exerce un effort. Au cours de l'essai de durete, l'effort applique sur l'indenteur est suffisamment 
important pour laisser une trace a la surface de l'echantillon de materiau teste. Le rapport de l'effort a la 
surface de l'empreinte laissee par l'indenteur definit cette durete. Bien qu'a priori, la durete ait la 
dimension d'une contrainte, la norme specific des echelles de durete correspondant aux differentes 
methodes employees. Citons pour les principales, l'essai Brinell, l'essai Vickers ou l'essai Rockwell. 
Chaque technique presente un domaine d'utilisation et sur le domaine commun, il y a naturellement une 
certaine correlation entre les valeurs fournies par chacune des methodes. II est done important de bien 
specifier l'echelle de durete utilisee lorsque l'on veut comparer differents materiaux de ce point de vue. 

La trace laissee par l'indenteur apres decharge provient de la deformation plastique occasionnee par l'etat 
de contrainte local cree par la charge appliquee sur l'indenteur. On comprend done que la durete soit 
extremement liee: 

- d'une part, a la limite d'elasticite du materiau: la contrainte locale doit conduire a la plastification du 
materiau; 

- d'autre part, a la capacite d'ecrouissage du materiau: plus on deforme plastiquement, plus il faut 
augmenter la contrainte pour pouvoir poursuivre la deformation. 

Il n' y a pas de regies simples reliant la durete et les autres caracteristiques de resistance mecanique. 
Cependant certaines lois empiriques ont ete proposees. On peut citer celle de Tabor que relie la durete de 

Vickers a la contrainte de traction provoquant une deformation totale de 8%; H v = 3 Oo,08 ou celle de 
proposee par 1'IRSID pour les materiaux a faible coefficient d'ecrouissage reliant la durete de Brinell et 
la resistance a la traction: HB = 3 Rm. 

5.5.5. La tenacite (resistance en rupture) 

La tenacite est une caracteristique mecanique de resistance qui releve de la mecanique de la rupture, 
c'est-a-dire de la mecanique des pieces initialement fissurees. Elle exprime la resistance du materiau a la 
propagation d'une fissure. Elle est definie soit par le facteur d'intensite de contrainte critique Kc soit par 
l'energie de rupture Gc. 

Le chargement d'une piece fissuree induit une modification du champ de contrainte a fond d'entaille 
(cela rappelle la notion de concentration de contrainte pour les formes discontinues des pieces 
mecaniques). On definit alors le facteur d'intensite de contrainte K. Il caracterise l'intensite de la 
singularity du champ de contrainte a la pointe de la fissure. Ce facteur d'intensite de contrainte depend: 
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du mode de solicitation de la fissure. 

mode 1: en traction-sollicitation normale au plan de a fissure (direction y). 
mode 2: en cisaillement plan-cisaillement suivant x. 

mode 2: en cisaillement antiplan-cisaillement suivant z. de la geometrie de la fissure 
et de la piece. 




Figure. 42. Conventions pour les differents modes de chargement d'une piece fissuree. 



Si l'on augmente le niveau de chargement, la fissure s'agrandit jusqu'a une taille critique a partir de 
laquelle elle se propage brutalement entrainant la rupture de la piece. A cette taille critique correspond 
une valeur du facteur d'intensite de contrainte notee Kc appelee de ce fait facteur d'intensite de 
contrainte critique. Ce facteur depend bien sur du mode de chargement mais egalement du materiau. 

i /o 

L'unite de cette caracteristique est le MPa.m . la rupture d'une piece fissuree peut etre occasionnee par 
une augmentation statique du chargement. Elle peut egalement provenir du fait d'un chargement 
cyclique dont le niveau maximal n'aurait pas entraine la rupture si le chargement avait ete statique. II 
'agit la d'un phenomene de plastification locaux. 
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La rupture des metaux n'est pas un phenomene simple. Elle depend du materiau, de la temperature, du 
mode de sollicitation (traction, flexion, fatigue,...) et de la vitesse d'application des contraintes. 

5.5.6. Types de ruptures 

Differents criteres sont utilises pour differencier les types de rupture, ductile et fragile: 

Un critere macroscopique ou mecanique: presence ou absence de deformation plastique avant la rupture; 
voir par exemple la figure 43 pour le cas de l'essai de traction. 

Un critere microscopique, fonde sur l'observation du facies de rupture, et qui peut dependre de l'echelle 
a laquelle est observe la cassure. 







Figure.43 rupture ductile (a droite); et rupture fragile (a gauche) 



Aussi un facies microfractographique ductile peut-il se rencontrer en general apres une rupture ductile, 
mais aussi apres des ruptures fragiles au sens de la mecanique de la rupture (par exemple alliages CFC a 
haute resistance). Inversement, il est possible d'observer des clivages sur des ruptures ductiles, c'est-a- 
dire precedees d'un allongement macroscopique appreciable. 

Facies fractographique 

Fa rupture fragile peut correspondre soit a une decohesion intergranulaire (fragilite intergranulaire a 
froid de certains alliages), soit a une rupture des grains suivant des plans cristallo-graphique simples: 
c'est le clivage, la surface de rupture presente un aspect caracteristique de petites facettes (une par grain) 
qui reflechissent la lumiere, d’ou le nom facies a "grains" ou "cristallin". 
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Au contraire, une surface de rupture ductile presente generalement un aspect grisatre et granuleux, dit "a 
nerf", du a la forte irregularite du profil a l'echelle micro scopique. Sur des eprouvettes de traction, on 
observe la rupture en coupelle, qui se forme dans la zone de striction par dechirure interne 
perpendiculairement a l'axe de traction et s'acheve par cisaillement oblique dans les parties marginales. 
A temperature elevee, on peut aussi observer une rupture en pointe, sans surface de rupture proprement 
dite, par suite de striction complete. L'examen oculaire des surfaces de rupture peut etre assez trompeur. 
Sou vent il y a melange de facies de rupture ductile et fragile et le microscope electronique a 
transmission, par la technique des repliques, et le microscope electronique a balayage permettent un 
examen serieux des cassures (microfractographie electronique (fig. 44a). c'est cet examen qui permet de 
decider du caractere reellement fragile (fig. 44 .b) ou (fig. 44. c) de la rupture, plutot que le critere de la 
deformation plastique prealable. La rupture fragile en ce sens peut done se produire apres une certaine 
deformation plastique. Elle peut coexister dans un meme echantillon avec des zones de rupture ductile. 
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5.5.7. Rupture ductile, 
a) Metaux industriels. 

- Dans les metaux industriels la surface d'une rupture se presente, quel que soit le cote de la cassure 
examine, comme une juxtaposition de "cupules" au fond desquelles on observe souvent un precipite ou 
une inclusion. La rupture peut alors s'expliquer par la succession de trois stades (fig. 45). 
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- formation de fissures a l'interface des particules presentes dans le metal, car si celles-ci sont plus dures 
que la matrice, elles ne se deforment pas; 

- croissance a partir de ces fissures de trous qui s'allongent dans le sens de la deformation; 

- rupture des pedoncules de metal separant les trous par striction complete ou par cisaillement. C'est ce 
mecanisme qui joue dans la rupture en coupelle dont nous avons parle plus haut. En fait le facies en 
cupules, observe par micrographie electronique, est le facies typique de la rupture ductile. 

La ductilite du metal, mesuree par exemple par la striction, depend done de la fraction en volume des 
particules. On a montre au mo yen d'alliages synthetiques contenant de fines dispersions d'inclusion, que 
la ductilite varie a peu comme l'inverse de cette fraction. 




Figure. 45 Mecanismes de la rupture ductile 



b) Monocristaux. 

Le mecanisme precedent n'agit generalement pas dans les monocristaux du fait de leur purete. Dans 
les cristaux CC ou CFC, l'existence de plusieurs systemes de glissement rend possible la striction, et 
l'eprouvette se rompt par striction complete (rupture en pointe ou en ciseau). 



53 



Dans les monocristaux HC ceci n'est pas possible si le glissement basal est seul actif. La rupture peut 
se produire alors par cisaillement complet de l'echantillon suivant un plan de glissement. 

5.5.8. Rupture fragile par clivage. 

Les metaux CC, contrairement aux CFC, sont sensibles a la rupture fragile. II doit done s'agir d'une 
propriete intrinseque de cette structure. En fait, d'une maniere generate, les metaux CC sont fragiles 
a basse temperature, et il existe une zone de temperature vers 0.27TF oil se fait la transition d'un 
mode de rupture a l'autre. On la caracterise par une "temperature de transition" fondee plus ou moins 
arbitrairement sur la mesure d'une propriete mecanique (allongement de rupture, striction, resilience, 
etc.) ou sur le facies de la cassure. Cette propriete des metaux CC a une importance technologique 
considerable, tout specialement dans le cas des aciers ou la temperature de transition peut se situer 
en voisinage de l'ambiante. Elle se trouve tres sensible a la composition, aux traitements thermiques 
et a la vitesse de sollicitation (fig. 46). Le risque de rupture fragile est particulierement lie a la 

temperature. Aux defauts et aux concentrations locales de contrainte. Les essais classiques de 
rupture fragile sont effectues a vitesse de sollicitation elevee et sur des eprouvettes entaillees de 
maniere a relever la temperature de transition 




Figure. 46 
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Dans les cristaux HC a basse temperature, la rupture se produit egalement par clivage. Le zinc peut 
etre clive des la temperature ambiante, plus ou moins facilement suivant son orientation, mais a -195°c 
sa rupture precede toujours par clivage. Le clivage se produit suivant des plans cristallographiques 
simples: (001) dans les metaux CC, (0001) dans le zinc. 

II est facile de calculer theoriquement la contrainte de traction critique aR pour produire la decohesion 
suivant le plan de clivage. En effet, la rupture fait apparaitre deux surfaces libres et: 

6 r =(YE/a) 1/2 

Ou y est energie superficielle, E le module d'Young, a le parametre. Avec E=100 GPa 

y=lJ/m 2 , a=3A, on trouve ~ R ~ lOGPa. Or, la contrainte normale de decohesion par clivage 

dans les monocristaux est de quelques dizaines ou certaines de MPa (Fe(x a -185°C, aR=280MPa). On 

se retrouve devant une difficulty qui rappelle le probleme de la limite d'elasticite theorique: un processus 

de propagation des fissures a partir de certains defauts, les microfissures presentes initialement ou 

formees au cours de la deformation. C'est le probleme de la rupture fragile. Au sens microscopique du 

terme. 

5.5.9.La resistance en fatigue 

La resistance en fatigue d'un materiau traduit sa capacite a subir un cycle de chargement regulier ou 
aleatoire. Si l'on fait subir a une piece mecanique un chargement non constant dans le temps dont le 
niveau maximal ne depasse pas la resistance a la traction du materiau, on peut observer la rupture de la 
piece au d'un nombre plus ou moins grand de cycles. 

Pour les metaux 

Ce comportement est lie aux deplacements des dislocations dans quelques grains, surtout, situes en 
surface de la piece car c'est en surface que l'on observe les niveaux maxima des contraintes (chargement 
a gradient de contrainte, type flexion, et/ou zone de concentration de contrainte). Ces grains sont en fait 
favorablement orientes par rapport au chargement pour que l'etat de contrainte qui y regne entraine la 
plastification du grain. Le chargement changeant sans cesse de direction, ces mouvements de 
dislocations finissent par deboucher en surface et creent des microfissurations qui finiront par coalescer 
pour donner naissance a une macrofissure (sur plusieurs grains) qui se propagera jusqu'a atteindre une 
taille critique entrainant la rupture brutale de la piece. Les principaux parametres influant sur ce 
comportement sont la contrainte moyenne (moyenne des contraintes appliquees au cours du cycle) et la 
contrainte altemee (demi-amplitude du cycle de contrainte). Lorsqu'un metal est soumis a des 
sollicitations mecaniques qui varient avec le temps, la rupture peut se produire pour des valeurs de la 
contrainte maximale bien inferieures a la resistance a la rupture ou meme a la limite d'elasticite du 
materiau: c'est la rupture en fatigue. 



55 




En pratique il s'agit de sollicitations periodiques a frequence elevee (moteurs, vehicules) ou faibles 
(cellules d' avion, constructions metalliques soumises au vent...)- On appelle fatigue ou endommagement 
par fatigue la modification des proprietes des materiaux constrictive a l'application de cycles de 
contrainte repetes et endurance la capacite de resistance a la fatigue. 

5.5.10. Aspects macroscopiques 

Les essais de fatigue se traduisent par la courbe de Wohler qui represente pour chaque valeur de la 
contrainte maximale appliquee le nombre de cycles a rupture La courbe de Wohler permet de distinguer 
trois domaines: 

1.- fatigue plastique oligocy clique 

Sous forte contraintes superieures a la limite d'elasticite macroscopique. Le nombre de cycles a rupture 
NR (entre 1 et 10 5 ) est relie a la deformation plastique elementaire Agp accompagnant chaque cycle par 

la loi de coffin: N R^^.aeP = cte • 

2. -fatigue ou endurance limitee 

la rupture apparait apres un nombre limite de cycles,- 10 5 a 10 7 . Le nombre de cycles a rupture NR 
croit lorsque l'amplitudc de la contrainte periodique decroit: 

N r (<J-<Jd )n ~ cte, 

Od est la limite d'endurance. 

3. - endurance limitee ou zone de securite, sous faible contrainte 

La rupture ne se produit pas avant un nombre donne de cycles, 10 7 ou plus; les microfissures ne 
peuvent pas se former, ou encore ne peuvent pas atteindre un stade de developpement critique. Pour 
certains metaux comme l'aluminium le passage entre les domaines de fatigue et de securite est tres 
progressif, parfois il n'apparait pas de limite d'endurance asymptotique. Pour les aciers ferritiques, la 
courbe presente un coude accentue qui permet la determination d'une limite d'endurance. 

Les courbes de Wohler sont en outre sensibles a la valeur de la contrainte moyenne appliquee, a la 
frequence et a la nature de la sollicitation, a l'etat de surface, au milieu ambiant (duree de vie beaucoup 
plus elevee sous vide qu'a fair) et a la temperature. 



56 




5.5.11.Duree de vie et evolution structuraleAu cours de la duree de vie d'une eprouvette on peut 
distinguer plusieurs stades: 



1/ l'accommodation au cours duquel la microstructure evolue; 2/ l'endommagement qui recouvre des 
stades d'amorgage, puis de propagation de fissures; 3/ la rupture finale. L'importance de ces divers 
processus depend evidemment du niveau de contrainte ou de deformation imposee. C'est ainsi que le 
nombre de cycles passes au stade d'amorgage est d'autant plus grand, que le nombre de cycles a rupture 
est lui-meme plus grand 



a) accommodation. 



Ce stade correspond au petit nombre de cycles. II revet une importance particuliere, et se prete bien a 
l'etude, dans les cas de la fatigue plastique ou oligocyclique: il correspond a la partie la plus a gauche de 
la courbe de Wblher.En fatigue plastique, le materiau est soumis a une deformation plastique alternee ± 
repetee; onobserve des cycles d'hysteresis successifs c r, c, au cours desquels la contrainte evolue 
(accommodation) avant de stabiliser au bout de quelques milliers de cycles: on atteint un etat de regime 
ou les cycles se superposent. Pour chaque valeur de la deformation c, ou mieux de la deformation 
plastique sP, on obtient une contrainte de regime ou de saturation aS. Le lien des points aS, sP definit 
une courbe de durcissement par ecrouissage cyclique. Dans les polycristaux elle peut etre representee 
par une loi parabolique, comme la courbe de "durcissement monotone" (obtenue en traction simple). Par 
rapport a cette demiere, on observe suivant les materiaux, un durcissement ou un adoucissement. 
pDans las monocristaux, la courbe d'ecrouissage cyclique presente un palier a partir d'une certaine 
deformation seuil: au dessous de celle-ci les dislocations rearrangent en echeveaux ou veines. Au debut 
du palier apparaissent des bandes de deformation localisees, paralleles au lan de glissement, appelees 
"bandes persistantes" ou la deformation est tres elevee (10“ 5 a 10), alors qu'elle est cent fois plus faible 
dans le reste du metal (fig.47). Si l'on accroit la deformation imposee, les bandes persistantes occupent 
progressivement toute l'eprouvette. 
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Figure. 47. Bandes de glissement persistantes dans un monocristal de cuivre soumis a une deformation 
plastique oligocyclique egale a ±1.5.10 3 . En haut, relief superficiel observe par microscopie 
electronique a balayage. En bas, micrographie electronique en transmission : M matrice ecrouie, 
P.S.B bande de glissement persistante (le plan de glissement est perpendiculaire au plan de le 
micrographie). D'apres H.Mughrabi (Max Planck Institut). 

Ces bandes presentent une microstructure en canaux allonges dans le plan de glissement, separes par 
des murs de dislocations, visibles par la tranche sur la micrographie de la figure 34. Les bandes 
persistantes sont tres visibles dans les metaux CFC, oil elles sont favorisees par une forte valeur de 
l'energie de defaut d'empilement (facilite du glissement devie). Elles sont plus diffuses dans les alliages 
CC. Dans les alliages, le cisaillement des precipites par les dislocations favorise la formation des bandes 
persistantes. Dans les polycristaux, la fatigue oligocyclique produit une microstructure en cellules 
(diametre ~ze pm), aux parois d'autant plus fines que la deformation est plus elevee, et d'autant mieux 
definies que l'energie de defaut d'empilement est plus forte. 
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b) Amor^age et propagation des fissures 

La figue 48 montre des courbes de propagation d'une fissure pour diverses valeurs de la contrainte 
et fait apparaitre la limite d'endurance al telle que la fissure ne se propage pas. Les observations 
macroscopiques et microscopiques permettent de distinguer 3 stades (diagramme de Forsyth. fig.48). 




Figure. 48 Longueur 1 d'une fissure de fatigue en fonction du nombre de cycles N pour 
diverses valeurs de la contrainte maximale. 



Amor^age: 

Une deformation plastique localisee est necessaire pour amorcer une microfissure. Elle se produit en 
des points ou existe une concentration de contrainte, par suite des irregularites de surface, des inclusions, 
des jonctions de plusieurs joints de grains. Cet effet peut etre exalte en surface par des facteurs 
macroscopiques tels que les rayures, les entailles, les filets, les raccordements sans conge. Localement 
on se trouve en presence de fatigue plastique. Pour comprendre le mecanisme d'amor§age, on s'adresse 
done aux examens de materiaux de monoou polycristallins, deformes en sollicitation oligocyclique. Le 
va et vient des dislocations dans les bandes persistantes produit des defauts ponctuels, d’ou un 
accroissement de volume et parfois la formation de pores, et des irregularites de surface, sous forme 
d'extrusions et d'intrusions. Les intrusions servent d'amorcer de microfissures qui se developpent par 
decohesion en cisaillement. Tous les facteurs metallurgiques qui favorisent des bandes de glissement 
localisees reduisent la duree du stade d'amorgage. Les microfissures peuvent ainsi etre amorcees aux 
inclusions et aux jonctions de plusieurs joints de grains. 
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Stade I de la propagation 

Les microfissures formees par les divers mecanismes evoques au paragraphe precedent, progressent 
en restant dans le plan de glissement initial ou elles sont apparues, et en s'etendant au plus dans quelques 
grains a vitesse lente (quelques A par cycle). La deformation en tete de fissure, et la vitesse de 
propagation, dependent etroitement de l'aptitude au glissement devie (formation de cellules ou structures 
planaires). Dans les materiaux techniques le stade I peut ne pas apparaitre, car la presence d'entailles, 
d'inclusions qui se fissurent. . .conduit tout de suite au stade II 

Stade II de propagation 

La fissure progresse dans le plan oil la contrainte normale est maximale, done suivant une section 
droite pour une sollicitation uniaxiale. La fissure est transcristalline et conserve une direction generate 
avec des ramifications et des changements de directions locaux. La deformation accompagnant chaque 
cycle se localise a l'extremite de la fissure, par suite de concentration de contrainte. La fissure progresse 
a travers une zone deformee qui la precede et qui possede une structure double: une zone centrale qui 
subit un ecrouissage cyclique, une zone peripherique (jusqu'a - 1mm) dans laquelle la deformation, 
monotone et faible, se produit a l'ouverture de la fissure. La microscopie electronique a confirme 
l'existence de cette double zone plastifiee. 




Figure.49 Schema de Forsyth. Propagation d'une fissure de fatigue dam 
une eprouvette polycristalline. Le stade d'amor§age n'est pas montre. 
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Le mecanisme de progression est schematise sur la figure 50. L'extremite de la fissure s'ouvre durant 
l'augmentation de la charge, et se referme partiellement par deformation plastique durant la decharge. Ce 
processus donne souvent lieu a un facies strie de la cassure, observable en microscopie electronique 
(fig. 123) chaque strie correspondant a un cycle. Le milieu ambiant joue un role important (notamment 
par oxydation des surfaces faiblement ouvertes: absence de stries sous vide). 




Figure. 50. Propagation d'une fissure de fatigue (a) au cours des cycles schematises en (b). 



La mecanique de la rupture s'applique a ce stade: elle permet de prevoir le rayon de la zone 
plastifiee cyclique r c et de la vitesse de fissuration: 




Figure. 51 rupture par fatigue d'un arbre d'acier (04cm). La fissure a ete amorcee en 
surface, (a la partie droite de la photographic). 
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Ou AK est la variation du facteur d'intensite de contrainte correspondant aux contraintes appliquees 
maximales et minimales, R e la limite d'elasticite, c la longueur de fissure. La loi de paris est 
generalement bien suivie, a partir d'un certain seuil; dans les aciers m-4. 

c) rupture finale 

Lorsque la fissure atteint une dimension telle que K“Kc. 

La rupture brutale de la piece intervient. Les deux parties de la cassure, correspondant au stade II et a la 
rupture brutale se distinguent bien a l'oeil. 

Remarque: le diagramme classique de Wbhler peut etre complete par des courbes correspondant a des 
contraintes seuils pour l'amor§age, le stade I ou la stade II- ce qui permet de faire la jonction avec le 
processus de fatigue plastique qui se produisent en tete de fissure. 

5.5.12. La resistance au fluage 

Le fluage est un phenomene observe lorsque l'on emploie les materiaux au dessus d'une certaine 
temperature. Pour les metaux, ce phenomene est sensible a partir du 1/3 de la temperature absolue de 
fusion. Pour les polymeres, il peut etre observe a temperature ambiante (les 2/3 de la temperature de 
transition vitreuse Tg). II de traduit par la deformation lente et irreversible (deformation visco-plastique) 
du materiau lorsque celui-ci est soumis a une contrainte. La figure 52 ci-dessous represente failure 
typique d'une courbe de fluage classique. 
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Figure. 52 courbe de fluage a differentes contraintes pour le superalliage IN 100 a 1000°C 
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Ces courbes mettent en evidence trois phases: 

- une phase de fluage primaire au cours de laquelle l'ecrouissage du materiau engendre une 

diminution de la vitesse de fluage initialement tres grande; cette phase est assez bien representee 
par la loi d' Andrade: E = At I/Q / ou A et q sont des parametres du materiau fonction de la 
temperature; 

- une phase de fluage secondaire caracterisee par une vitesse de fluage constante fonction de la 

contrainte qu'exprime la loi de Norton: 

E p = (ts/X) 

Ou et N sont d'autres parametres du materiau qui dependent de la temperature;. 

- une phase de fluage tertiaire caracterisee par une augmentation reguliere de la vitesse de fluage et 

conduisant a la rupture (R) . 

5.5.13. Resistance a l’usure 

En technologie, on differencie entre l'usure morale et l'usure physique. On caracterise les machines, 
appareils, equipements, etc., comme usure morale, si elles sont posees exterieurement des ateliers de 
fabrication, elles peuvent etre encore fonctionnelles a cause 

- Du developpement technique, et par suite, elles seront remplacees. 

- De manque de productivity. 

- Par manque de maintenance technique 

L'usure physique dans le sens technique, est definit comme un processus caracterise par une attaque 
mecanique, en premiere ligne par un frottement conduisant a un perte progressive de matiere en 
surface d'un corps solide par separation de petites particules, done c’est un changement de forme non 
voulue de la surface. L'usure peut avoir lieu dans un mouvement relatif entre un objet et son milieu 
gazeux liquide ou solide. Le plus souvent l'usure est accompagnee par des phenomenes de corrosion 
ou ces demiers ne sont pas clairs a separer de l'usure. Meme les connaissances et resultats obtenus 
pour les phenomenes d'usure n'ont pas une validite generale pour simplifier le danger de ce 
phenomene.Les pertes occasionnees par l'usure dans l’industrie mondiale s'elevent annuellement a 
plusieurs millions de tonnes de metaux. A cause de l'usure, beaucoup de machines et equipements sont 
remplaces, le plus souvent, avec d'enormes depenses. Par exemple, aux Etats Unis, on estime ces 
pertes a 2,3 kg d'acier pour chaque tonne de minerais traitee. II n’est pas possible d'indiquer par 
l’intermediaire d'une certaine valeur caracteristique la tenue a l’usure d'un metal vis-a-vis des 
differentes contraintes ou sollicitations d'usure. L'utilisation economique d'un metal est definit 
seulement par les differents essais d'usure et pour des sollicitations bien determinees. 



63 




Une analyse du processus indique que la tenue a l'usure ou le phenomene d’usure sont influences 



- Les metaux accouples. 

- La rugosite des couches limites (surface, lubrification). 

- Le type de mouvement (glissement, roulement, ecoulement, chocs, etc.). - La vitesse 
du mouvement. 

- L'enlevement des particules solides. 



6. HYPOTHESES EN RDM 



6.1. Hilts de la resistance des materiaux 

La resistance des materiaux a trois objectifs principaux : 

♦ la connaissance des caracteristiques mecaniques des materiaux. (comportement sous 
l’effet d’une action mecanique) l'etude de la resistance des pieces 
mecaniques. (resistance ou rupture) 

♦ l'etude de la deformation des pieces mecaniques. 

Ces etudes permettent de choisir le materiau et les dimensions d'une piece mecanique en fonction 
des conditions de deformation et de resistance requises. 

6.2. Definition et hypotheses 

Homogeneite 

On admet que les materiaux ont les memes proprietes mecaniques en tous points. 

L'isotropie 

On admet que les materiaux ont, en un meme point, les memes proprietes mecaniques dans 
toutes les directions, L'isotropie est verifiee pour les aciers non fibres (les aciers lamines et 
forges ne sont pas isotropes), Elle n'est pas verifiee pour les materiaux fibres (bois, materiaux 
composites...) figure. 53 

MATERIAUX ANISOTROPES 

Resistance selon (0, y) 

M 

Resistance Jifferenie 
selon (0. x , 



Figure. 5 3 
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Contraintes (unite : MPa) 

Elies caracterisent les actions mecaniques de cohesion qui existent entre les grains de matiere. 

Deformations 

Elies resultent et varient avec les charges appliquees sur les objets, Elies sont mises en evidence 
par la variation des dimensions, et peuvent etre elastiques ou plastiques. 

Elasticity* 

Elle caracterise l'aptitude qu'a un materiau a reprendre sa forme et ses dimensions initiates apres 
avoir ete deforme. Un ressort charge normalement a un comportement elastique. 

Plasticite 

Un materiau qui ne reprend pas sa forme et ses dimensions initiates apres avoir ete deforme est 
dit plastique. La pate a modeler a un comportement plastique. 

Poutres 

EX.l. Une poutre est un solide engendre par une surface plane S (ou section droite de la poutre) 
dont le C.D.G. decrit une courbe C, appelee ligne moyenne. 

Le repere Rs = (Gs.x.y.z) est construit en prenant : 

L'axe X tangent en Gs a la courbe C, soit normal a la section S, 

Les axes Y et Z appartenant a la section S. 

Les solides ideaux sont des poutres presentant: 

- des sections droites constantes ou variables lentement en dimensions et en forme 

- des dimensions longitudinales importantes par rapport aux dimensions transversales (L > 4 ou 5 
D)La poutre possede un plan de symetrie soit (x, Y) , soit (X, 2) . Figure. 54 
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EX.2 : on appelle poutre (voir fig.) un solide engendre par une surface plane (S) dont le centre de 
surface G decrit une courbe plane (C) appelee ligne moyenne. Figure. 55a 
Les caracteristiques de la poutre sont : 

• ligne moyenne droite ou a grand rayon de courbure. 

• section droite (S) constante ou variant progressivement. 

• grande longueur par rapport aux dimensions transversales. 

• existence d'un plan de symetrie. 




EX.3 

Les notions abordees dans ce cours ne sont valables que pour des solides ayant une forme de poutre 
c’est a dire un solide pour lequel : figure. 55b 

il existe une ligne moyenne, continue, passant par les barycentres des sections du solide ; 

la longueur L est au moins 4 a 5 fois superieure au diametre D ; 

il n’y a pas de brusque variation de section (trous, epaulements) ; 

le solide admet un seul et meme plan de symetrie pour les charges et la geometrie. 



66 





67 






Les actions mecaniques 

Les actions mecaniques, appliquees en un point, sont des vecteurs glis sants. II est 
impossible de les remplacer par un systeme d'actions mecaniques "vectoriellement" 
equivalent (meme resultante et meme moment en un point A) car les effets physiques 
(sollicitations) sont differents. 

Le chargement de la poutre se fait dans le plan de symetrie de celle-ci. 

Le chargement se fait lentement et regulierement. 

II n'existe que deux types de chargement, soit une Action Mecanique : 

- Localisee (ou concentree) representee par un glisseur 

- Repartie representee par sa densite lineique q L en N/m ou surfacique q s en N/m" 

Exemple : Repartition uniforme de la neige sur un toit (charge surfacique) et glisseur 
equivalent au C.D.G. de la surface enneigee (charge localisee). Figure. 56 





TRACTION 




COMPRESSION 






A B 


|- t A 


-+B A+- 


t 








Figure. 56 



Hypotheses sur 1' influence des deformations 

Dans le domaine elastique, les deformations sont tres faibles, elles ne modifient pas les actions 
mecaniques calculees par la statique (hypothese des solides indeformables). 

Hypothese de Navier-Bernouilli 

Les sections planes et droites (normales a la ligne moyenne) avant deformation, restent planes et 
droites apres deformation (normales a ligne moyenne deformee). Figure. 57 
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Hypothese de Barre de Saint-Venant 

Dans une section droite (S) eloignee de la zone oil les charges sont appliquees (/ > d), la 
repartition des deformations et des contraintes ne depend que des elements de reduction du 
torseur des actions mecaniques appliquees. Figure. 58 




Dans une section droite (S) proche de la zone oil les charges sont appliquees ( /< d), la repartition 
des deformations et des contraintes depend de la repartition des charges appliquees. 

SUPERPOSITION DES DEFORMATIONS 

La deformation en un point M de la poutre due a plusieurs A.M. est egale a la somme des 
deformations dues a chaque A.M. prises isolement. 

SUPERPOSITION DES CONTRAINTES 

La contrainte en un point M de la poutre due a plusieurs A.M. est egale a la somme des 
contraintes dues a chaque A.M. prises isolement. 

Definition des liaisons poutre/bati 

II n'existe technologiquement que quatre appuis principaux : 
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Type d'appui 


Resultante 


Moment 


Un appuis simple d'axe Y ou Z 


Perpendiculaire a X 


Nul 


Un pivot d'axe Y ou Z 


Appartenant a (x,Y) ou (x,z) 


Sur X (ou nul si probleme 
plan) 


Une rotule 


Appartenant a (x,y) ou (x,z) 


Nul 


Un encastrement 


Quelconque 


Quelconque 



. Les forces exterieures 

Plan de symetrie : les forces exterieures seront situees dans le plan de symetrie de la poutre ou 
alors disposees symetriquement par rapport a ce plan. 

Types d'actions mecaniques exterieures : deux types d'actions mecaniques peuvent 
s'exercer sur la poutre (voir fig59) : 

• charges concentrees (Fi ou moment Me) 

• charges reparties p sur DE. (exprimees en N/m). 
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Les deformations 

Les deformations etant petites devant les dimensions de la poutre, les actions s'exergant sur celle-ci 
seront calculees a partir du principe fondamental de la statique. 

Les supports des forces seront eux consideres comme constants. figure. 60 




0 Navier & Bernoulli : Les sections planes normales aux fibres avant deformation demeurent planes et 
normales aux fibres apres deformation. 
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0 Barre de St Venan : Les resultats obtenus par la RDM ne s'appliquent valablement qu'a une distance 
suffisamment eloignee de la region d'application des efforts concentres. Figure. 61 




TORSEUR DES EFFORTS DE COHESION 

Definition 

Soit une poutre (E) en equilibre sous l'action de n actions exterieures. On associe a 
cette poutre un repere R (x,y,z) dont l'axe x coincide avec la ligne moyenne de la 
poutre. Coupons la poutre (E) par un plan (P) orthogonal a sa ligne moyenne, situe a 
l'abscisse x. On definit ainsi deux portions de poutre (El) et (E2). Figure. 62 
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(E) etant en equilibre, on peut ecrire : { E — » E j = { Oj 
(El) etant en equilibre, on peut ecrire : {E — » El} + { E2 — » El} 

(E2) etant en equilibre, on peut ecrire : {e — > E2} + { El — > E2} 

On en deduit : 

{E2 -» El} = -{E -> El} = {E -> E2} 

{E2— »El} est le torseur qui traduit l'action de contact de (E2) sur (El). 
Cette action est due aux efforts de cohesion qui permettent a la poutre de ne pas se 
"disloquer" sous l'effet d'actions exterieures. 

La RDM vise en particular a verifier qu'en aucun point de la poutre les efforts de 
cohesion a "transmettre" ne soient superieurs aux capacites du materiau. 

On note : 



= { 0 } 
= {0} 



{Cohesion} = {e -» El] = -{e -»• E\) 

Composantes du torseur de cohesion 

Dans le torseur de cohesion, on peut faire apparaitre la resultante et le moment qui 
dependent de la position de la section (x). 



{Cohesion} = 



R(x) j 
M a (x)\ 



La resultante figure .63 




N 



R 

R 



Ty 

Tz 
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• N : effort normal, projection de R sur la normale exterieure (x). 

• Ty et Tz : efforts tranchants, projections de R sur le plan de section droite 
Le moment resultant 

De la meme maniere, on retrouve pour les moments, 3 composantes : 

• Mt : moment de torsion, projection du moment sur la normale exterieure. 

• Mf y et Mf z : moments de flexion, projection du moment sur le plan de section droite. 



Soit : 



M t 



M c 



Mfy 



Mfz 



Toutes ces composantes N, Ty, Tz, M T , Mf y et Mf z dependent de la position de la 
section droit (x). On peut done representer leurs evolutions a l’aide de diagrammes. 

Les sollicitations 

Suivant les elements de reduction non-nuls du torseur de cohesion (N, Ty, Tz, Mt, Mf y et Mf z ) 
on peut alors identifier le type de sollicitation que subit la poutre, a savoir : 



Composantes 


Sollicitation 


N 


>0 


Extension (traction) 


<0 


Compression 


Ty 


Cisaillement 


Tz 


Mt 


Torsion 


Mfy 


Flexion 


Mfz 



Lorsque l’on a une seule de ces sollicitations on parle de sollicitation simple , sinon on a un 
probleme de sollicitations composees. 
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6.3.Notion des contrainte - Principe de determination 




Contrainte en un point M d'une section S 

La contrainte caracterise les liaisons mecaniques internes au materiau (representees par le torseur 
de cohesion G J\Tcoh} R sur chaque element de surface dS de la section S quelconque. On peut 

choisir dS aussi petit que l'on veut. 

Unite : le N/mm‘ soit le Mpa 

Rappel : 1 Mpa = 10 6 Pa = 1 N/mm 2 = environ 10 bars 

DEFINITION 

La contrainte C est le rapport entre faction mecanique dF , qui s'exerce sur l'element de surface 
dS de la section S, SUR la surface dS. 

ct : contrainte normale 
tel que Ty e t T/ ; contrainte s tangentie lies 
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CONTRAINTE NORMALE 



Considerons un torseur de cohesion G s 
N sur X . 



{T° oh }/? dont la resultante R n'a qu'une composante 

if 



R=N.x=y'dF=y' j C.dS =^~ d.x.dS 

s s s 

N = ^ <j .ds 

s 

Si nous supposons une repartition constante de la contrainte a sur S 

=>N=y'(7.dS =aydS -<j.S 






a = 



N 




CONTRAINTES TANGENTIELLES 



; {r c °h} B 



Considerons un torseur de cohesion Gs \r con )R dont la resultante R n'a qu'une composante T y 
sur Y . 

R = T z .z= ^ dF C .dS Tz.z-dS 

s s s 

Tz=Yzz.ds 

s 

Si nous supposons une repartition constante de la contrainte r y sur S 

=>Tz =Yjz.dS =z z YflS =Tz.S 





de meme 




Relations entre torseur de cohesion et contrainte 

F^=N+f=Jla+fy+f4ds ou =a i+f =(ff+f v +f.)s 

s 

M ge\/e 2 — ^ j GM /\(cj -\~t y -\~t z^dS 

s 
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Exemple 



Sur l'exemple precedent en deduire la contrainte tangentielle maximale et sa position sur la 
poutre. 

T y ^9^53 8 , 2 MPa . Cette contrainte tangentielle existe sur la partie CB de la poutre 

Notions sur les coefficients de securite 

Pour qu’une structure (machine, vehicule...) puisse supporter en toute securite les charges 
normalement la sollicitent, il suffit qu’elle puisse resister a des charges plus elevees. La capacite 
a supporter ces charges constitue la resistance de la structure. Le coefficient de securite s est 

„ _ charge admissible _ resistance reelle 
charges exercees resistance necessaire 

La securite est obtenu si , sous charge 

les deformations du materiau restent elastiques 
la rupture du materiau n’est pas atteinte 
Done 



Re _ resistance elastique 

Rp resistance pratique 

Rr resistance a la rupture 

s = = £ 

Rp resistance pratique 
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7. TRACTION 



7.1. TRACTION 

7.1.1 Definition 

Une poutre est sollicitee a la traction simple lorsqu'elle est soumise a 
forces directement opposees, appliquees au centre de surface des sections extremes 
tendent a l'allonger. Figure. 64 




Les elements de reduction en G du torseur des efforts de cohesion s'expriment par : 



{ Cohesion} = 



G 



N 

0 

0 



0 

0 ► 

0 



(x,y,z) 



Avec N > 0 



deux 
et qui 
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7.1.2 Essai de Traction 

Une eprouvette en acier est sollicitee a l'extension par une machine d'essai, qui permet 
de determiner l'allongement de l'eprouvette en fonction de l'effort qui lui est applique. 




On obtient alors la courbe d’essai ci-dessous figure. 66 








Analyse de la courbe obtenue 

0 Zone OA : c'est la zone des deformations elastiques. Si l'on reduit la valeur de F jusqu'a une 
valeur nulle, l'eprouvette retrouve sa longueur initiale. Dans cette zone, fallongement est 
proportionnel a l'effort d'extension. Des essais effectues avec des eprouvettes de dimensions 
differentes permettent de constater que pour un meme materiau, I'allongement unitaire ( Al / 
Iq ) est proportionnel a l'effort unitaire (F / So)- Les sections droites et planes de l'eprouvette 
restent droites et planes pendant l'essai. 

0 Zone ABCD : c'est la zone des deformations permanentes. Si l'on reduit la valeur de F jusqu'a 
une valeur nulle, l'eprouvette ne retrouve pas sa longueur initiale. 

On ne s'interessera (pour V instant) qu'a la zone des deformations elastiques. 

7.1.3 Deformations elastiques 

La propriete constatee ci-dessus a permis pour differents materiaux d'etablir la 
relation : 

N A l 
— = E 



Unites : F en Newton 

S en mm" 

E en MPa (N/mm ) 

Al et 1 en mm. 

E est une caracteristique du materiau appelee module d'elasticite longitudinal ou 
module de Young. 




Materiau 


Fontes 


Aciers 


Cuivre 


Aluminium 


Tungstene 


E (MPa) 


60000al 60000 


200000 


120000 


70000 


400000 



Lors de cet essai, on met aussi en evidence une autre caracteristique de l’elasticite ; il 
existe un rapport constant entre la contraction relative transversale (Ad / d) et I'allongement 
relatif longitudinal (Al/l). On peut ecrire : 
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Unites : 



v sans unite 



Ad 



A1 



= v 



d 



1 



8 et 1 en mm. 



v est aussi une caracteristique du materiau (coefficient de Poisson), il est de l'ordre de 
0,3 pour les metaux. 

7.1.4 Contraintes 

Soit (El) le trongon de la poutre (E) issu de sa coupure par un plan orthogonal 
a sa ligne moyenne figure. 67. 



El 



v 

*=N. 




x 



z 



Figure. 67 



Le trongon (El) est en equilibre sous faction de F et des efforts de cohesion 
dans la section droite (S). Soit S l'aire de la section droite (S). On definit la contrainte a dans la section 
droite (S) par la relation : 



N 



a 



S 



avec a : contrainte normale d'extension (a > 0) en MPa. 
N : effort normal d'extension en Newton. 
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S : aire de la section droite (S) en mnr.La contrainte permet de "neutraliser" la 

surface et 

par consequent de comparerdes eprouvettes de sections differentes. 

7.1.5. Loi de HOOKE 

N F A1 ,,, . 

Nous avons deja vu que a = — et que — = E — , on peut en deduire que : 

S SI 



N 

a-E — -E.G 
/ 



Loi de Hooke 



— est l'allongement elastique unitaire suivant x, il generalement note s 

Unites : a en Mpa 
E en Mpa 
s sans unite 

7.1.6. Caracteristiques mecaniques d'un materiau 

0 Contrainte limite elastique en traction a e 

C'est la valeur limite de la contrainte dans le domaine elastique, appelee aussi limite d'elasticite R e . Pour 
l'acier, cette valeur est voisine de 300 MPa. 

0 Contrainte limite de rupture en traction <r r 

0 C'est la valeur limite de la contrainte avant rupture de l'eprouvette, appelee aussi nominee resistance a 
latraction R.Pour l'acier, cette valeur est voisine de 480 MPa. 

0 AllongementA% 

A%=- — — * 100 avec 

lo 

0 1 Q : longueur initiale de l'eprouvette 

0 .1 : longueur de l'eprouvette a sa rupture. Pour l'acier, on constate des valeurs de A% voisines de 20%. 
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1.1.7. Condition de resistance 



Pour des raisons de securite, la contrainte normale a doit rester inferieure a une valeur limite appelee 
contrainte pratique a l'extension <jp e . 

Ge 

Gpe — 

On a : ^ 

S est un coefficient de securite qui varie de 1,1 a 10 selon les domaines 

d'application. 

La condition de resistance traduit simplement le fait que la contrainte reelle ne 

doit pas depasser le seuil precedent, soit : 

Oreelle = Ope 

S 

7.3.8. Influence des variations de section 

Si le solide etudie presente de fortes variations de sections, les relations 

precedentes ne s'appliquent plus. On dit qu'il y a concentration de contraintes. 

On doit alors ponderer nos resultats a l’aide d’un coefficient k, en posant : 

Omax — k.G 

k est le coefficient de concentration de contraintes 



Exemples de cas de concentration de contrainte : figure. 68 
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8. COMPRESSION 



8.1. Definition 

Une poutre est sollicitee a la compression simple lorsqu'elle est soumise a deux forces directement 
opposees, appliquees au centre de surface des sections extremes et qui tendent a la raccourcir. 




Les elements de reduction en G du torseur des efforts de cohesion s'expriment par : 



{Cohesion} = 



N 

0 

0 



o' 

0 



(x,y,z) 



avec N < 0 



8.2 Essai de compression 

Une eprouvette semblable a celle utilisee pour l'essai d'extension en acier est 
sollicitee a la compression par une machine d'essai. 
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Analyse de la courbe obtenue 

0 Zone OA : c'est la zone des deformations elastiques. Si l'on reduit la valeur de F jusqu'a une valeur 
nulle, l'eprouvette retrouve sa longueur initiale. Dans cette zone, l'aHongcment est proportionnel a 
l'effort de compression. Des essais effectues avec des eprouvettes de dimensions differentes permettent 
de constater que pour un meme materiau, l'allongement unitaire ( A1/1 q) est proportionnel a l'effort 



unitaire 



(F/S 0 ). 



Les sections droites et planes restent droites et planes pendant l'essai. 

0 Zone AB : c'est la zone des deformations permanentes. Si l'on reduit la valeur de F jusqu'a une valeur 
nulle, l'eprouvette ne retrouve pas sa longueur initiale. 

8.3. Deformations elastiques 

La propriete constatee ci-dessus a permis pour differents materiaux d'etablir 
la relation : 



Pour les aciers, le module 
compression qu'en extension. 



F A1 

— = -E — 

S 1 



Avec 



d' elasticity longitudinal 



A1 < 0 
E est 



le 



meme 



en 
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8.4 Contraintes 



On definit la contrainte a dans la section droite (S) par la relation : 

N 

a = — avec : a < 0 car N < 0 

S 

8.5. Loi de HOOKE 



Nous avons deja vu que a = 



N 

S 



et que 




, on peut en deduire que : 



N 

g-E — -E.E 

l 



loi de Hooke 



— est le raccourcissement elastique unitaire suivant x, il generalement note s 

8.6. Condition de resistance 



Pour des raisons de securite, la contrainte normale a doit rester inferieure a une valeur limite appelee 
contrainte pratique a l'extension <jp C . 

On a : 



Ge 

Gpe = 



s est un coefficient de 


securite 


qui varie 


de 


U 


a 10 


selon les domaines 


d'application. 














La condition de resistance 


traduit 


simplement 


le 


fait 


que la 


contrainte reelle ne 



doit pas depasser le seuil precedent, soit : 







N 




(7 , „ 


— 




< cj 


re elle 




S 


pe 
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Module de Young E en daN/mm de certains materiaux 



matenau 



Module de Young 
daN/mm 2 



materiau 



Module de Young 
daN/mm 2 



carbures 

metalliques 






tungstene 



aciers de 
construction 



cuivre 



titane 



bronze 



55 000 



42 000 



17 000 a 28 000 



20 000 a 22 000 



12 600 



10 500 



10 000 a 12 000 



10 000 



alliage 
d’ aluminium 



magnesium 



beton 



caoutchouc 



8 000 



7 000 a 7 500 



7 000 a 7 500 



4 500 



4 000 



2 000 



1 000 a 3 000 



laiton 



9 200 



elastomere 



0,3 





9. CISAILLEMENT 



9.1. Definition 

Une poutre subit une sollicitation de cisaillement simple lorsqu'elle est soumise a 
deux systemes d'action de liaison qui se reduisent dans un plan (P) perpendiculaire a la 
ligne moyenne a deux forces directement opposees. Figure.71 




Sous faction de ces deux forces la poutre tend a se separer en deux trongons El et E2 
glissant l'un par rapport a l'autre dans le plan de section droite (P). figure. 72 et figure. 73 
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Les elements de reduction en G du torseur des efforts de cohesion s'expriment par : 



{Cohe siorfy = 



0 O' 
Ty 0 > 



remarques : 

* on peut toujours remplacer les composantes d'effort tranchant (Ty et Tz) par une unique composante 
T en realisant un changement de repere figure. 74. 
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* le cisaillement pur n'existe pas, il subsiste toujours de la flexion... 

9.2 Essai de cisaillement 

II est physiquement impossible de realiser du cisaillement pur au sens de la definition 
precedente. Les essais et resultats qui suivent permettent toutefois de rendre compte 
des actions tangentielles dans une section droite et serviront ainsi dans le calcul de 
pieces soumises au cisaillement. On se gardera cependant le droit d'adopter des coefficients de securites 
majores pourtenir compte de l'imperfection de la modelisation. 

Considerons une poutre (E) parfaitement encastree et appliquons-lui un effort de 
cisaillement F uniformement reparti dans le plan (P) de la section droite (S) distante de Ax du plan ( S q ) 
d'encastrement (voir fig.). On se rapproche des conditions du cisaillement reel, a condition de verifier 
que Ax «. Figure. 75 




Si l'on isole (El), on trouve alors le torseur de cohesion suivant : 

0 0 

-F 0 > 

0 F . Ax 
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Lorsque Ax tend vers 0, on retrouve alors le torseur de cohesion du cisaillement pur. 
Analyse de la courbe obtenue figure.76 et figure. 77 
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0 Zone OA : c'est la zone des deformations elastiques. Si l'on reduit la valeur de F jusqu'a une valeur 
nulle, l'eprouvette retrouve sa forme initiale. 

0 Zone ABC : c'est la zone des deformations permanentes. Si l'on reduit la valeur de F jusqu'a une 
valeur nulle, l'eprouvette ne retrouve pas sa forme initiale. (deformations plastiques). 

9.3. Deformations elastiques 

L'essai precedent a permis pour differents materiaux d'etablir la relation : 



— = G — 

S Ax 

Unites : F en Newton 

2 

S en mm 
G en MPa 
Ay et Ax en mm. 

G est une caracteristique appelee module d'elasticite transversal ou module de 
Coulomb. 



Materiau 


Fontes 


Aciers 


Laiton 


Duralumin 


Plexiglas 


G (MPa) 


40000 


80000 


34000 


32000 


11000 



9.4. Contraintes 

On definit la contrainte x dans une section droite (S) par la relation : 




Avec : x : contrainte tangentielle de cisaillement en MPa (valeur moyenne). 
T : effort tranchant en Newton. 

S : aire de la section droite (S) en mm 2 . 
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9.5. Relation entre contrainte et deformation 



M .... T F Ay 

Nous avons deja vu que x = — , que — = G — ^ 

S S Ax 



et nous savons que F=T. 



On en deduit que : 




Ay 

y = — ^ est appele glissement relatif. 

Ax 

9.6. Caracteristiques mecaniques d'un materiau 

0 Contrainte tangentielle limite elastique x e 

C'est la valeur limite de la contrainte dans le domaine elastique. 
Pour l'acier, cette valeur est comprise entre 250 MPa et 600 MPa. 

0 Contrainte tangentielle de rupture x r 

C'est la valeur limite de la contrainte avant rupture de l'eprouvette. 

9.7. Condition de resistance 

Pour des raisons de securite, la contrainte normale x doit rester inferieure a une valeur 
limite appelee contrainte pratique de cisaillement Xp. 

On a : 



T 

e 

P 

s est un coefficient de securite qui varie de 1,1 a 10 selon les domaines d'application. 

La condition de resistance traduit simplement le fait que la contrainte reelle ne doit 
pas depasser le seuil precedent, soit : 




T 



re elle 



T 

— < T 

s 
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10. TORSION 



10.1 Definition 

Une poutre est sollicitee en torsion simple lorsqu'elle est soumise a ses deux 
extremites a des liaisons dont les torseurs associes se reduisent a deux torseurs couples 
opposes dont les moments sont paralleles a l'axe du cylindre. 
(on suppose la poutre comme cylindrique et de section circulaire constante) figure. 78 




Les elements de reduction en G du torseur des efforts de cohesion s'expriment par : 



{ Cohe sior j 



0 

<0 



Mi 
0 > 
0 



10.2 Essai de torsion 



Un dispositif permet d'effectuer un essai de torsion sur une poutre encastree a son 
extremite Gi et soumise a un torseur couple a son extremite Gi- 
Cette machine permet de tracer le graphe du moment applique en Go en fonction de l'angle de 
rotation d'une section droite. Figure. 79 
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On note lors de l'essai que, pour une meme valeur du moment, l'angle a croit de fagon 
lineaire avec x, l'abscisse de la section droite etudiee : a = k.x figure. 80 










a en radian 

Io moment quadratique polaire de la section (S) en mm 4 
En definissant l'angle unitaire de torsion par : 0 = a / x (exprime en rad/mm), notre relation devient 
alors : 




10.4. Contraintes figure. 81 








Soit M un point de la section droite (S) de la poutre situe a une distance p du centre G 
de la section (voir ci-dessus). On definit la contrainte de torsion xenM par la relation : 



Mt 

Tm ~TT\ 

± o 

\p) 



avec : x contrainte tangentielle en MPa. 

Mt moment de torsion en N.mm 

Io moment quadratique polaire de la section (S) en mm 4 

Contrairement aux phenomenes etudies jusqu'a maintenant, la contrainte varie en 
fonction du point choisi dans une section droite. Plus ce point est eloigne du centre 
de la section, plus la contrainte y sera importante. 



La contrainte est maximale pour p = p max i , soit : T 



Mt 

m 

\p ) 

* max i 



10.5. Conditions de resistance 

Pour des raisons de securite, la contrainte normale t doit rester inferieure a une valeur 
limite appelee contrainte pratique t p (voisine de la contrainte pratique de cisaillement). 
On a : 

T 

e 

P 

s est un coefficient de securite. 

La condition de resistance traduit simplement le fait que la contrainte reelle ne doit pas depasser le 
seuil precedent, soit : 
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10.7. Influence des variations de section 

Si le solide etudie presente de fortes variations de sections, les relations precedentes 
ne s'appliquent plus. II faut alors appliquer un coefficient de concentration de contraintes 
exemple : epaulement figure. 82 



r/D D/d 


0,1 


0,05 


0,02 


1,09 


1,3 


1,5 


1,7 


1,2 


1,5 


1,7 


2,5 


1,5 


1,7 


2,2 


2,7 

















ll.FLEXION 



II existe plusieurs types de flexions (pure, plane, deviee). Nous limiterons notre etude au cas de la 
flexion plane simple. 

11.1 Hypotheses 

En plus des hypotheses deja enoncees au debut du cours de RDM, la flexion plane 
simple nous amene a supposer que : 

- la ligne moyenne de la poutre est rectiligne. 

- la section droite de la poutre est rectiligne. 

- la poutre admet un plan de symetrie longitudinal (voir fig. 83). 

- toutes les forces appliquees a la poutre sont disposees perpendiculairement a la ligne moyenne et dans 
le plan de symetrie longitudinal (ou symetriquement par rapport a celui-ci).les forces appliquees sont 
soit concentrees en un point, soit reparties suivant une loi determinee. 
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11.2. Definition 



Une poutre est sollicitee en flexion plane simple lorsque le systeme des forces 
exterieures se reduit a un systeme coplanaire et que toutes les forces sont 

perpendiculaires a la fibre moyenne (voir ci-dessous figure. 84). 




Les elements de reduction en G du torseur des efforts de cohesion s'expriment par : 



{ Cohe sior$ 



0 0 ' 

<Ty 0 > 

0 Mfz ( 

V ^ J ( x,y,z ) 



11.3. Essai de flexion (domaine elastique) 

Un dispositif represente ci-dessous permet d'effectuer un essai de flexion plane 
simple sur une poutre reposant sur deux appuis A et B et soumise en C a une force F figure. 85. 
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Un comparateur place en D permet de mesurer la fleche lorsque F varie. 

Constatations : 

• La fleche est proportionnelle a l'effort F applique et ceci quelque soit le point D choisi. 

• Pour une meme valeur de F, la fleche est maximum lorsque D est au milieu de la poutre. 

• On observe, en effectuant l'essai avec differentes poutres, que la fleche en D est inversement 
proportionnelle au moment quadratique I Gz de la section. 

• Les fibres longitudinales situees au dessus de la ligne moyenne se raccourcissent et celles situees en 
dessous de la ligne moyenne s'allongent. Figure. 86 

• Les fibres appartenant au plan (G,x,z) ne changent pas de longueur. 

• Les allongements et raccourcissement relatifs ( Al/1 ) sont proportionnels a la distance de la fibre 
consideree au plan (G,x,z). 

• Les sections planes normales aux fibres restent planes et normales aux fibres apres deformation. 
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11.4. Contraintes 

Dans le cas de la flexion plane simple, les contraintes se reduisent essentiellement a 
des contraintes normales a. 

Les contraintes de cisaillement t sont negligeables. 

La contrainte normale s en un point M d'une section droite (s) est proportionnelle a la distance y entre ce 
point et le plan moyen passant par G. figure. 87a 






zone ou les fibres sont tendues 




zone ou les fibres sontcomprimees 



Figure. 87 a 



11.5. Conditions de resistance 

Pour des raisons de securite, la contrainte normale a doit rester inferieure a une valeur limite appelee 
contrainte pratique a l'extension ap e . 

On a : 



Ge 

Gpe — 

S 

s est un coefficient de securite 

La condition de resistance traduit simplement le fait que la contrainte reelle ne 
doit pas depasser le seuil precedent, soit : 



CTr j Jell 



Mf m ax ,- 

( I \ 

1 Gz 

V y max i J 



< CTpe 



11.6. Influence des variations de section 

Si le solide etudie presente de fortes variations de sections, les relations precedentes ne 
s'appliquent plus. II faut alors appliquer un coefficient de concentration de contraintes. 
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11.7. Etude de la deformee 



Cette etude permet de donner l'equation de la deformee de la poutre sous la forme 
y = f(x). Elle est principalement base sur la resolution de l'equation differentielle suivante : 



Mf = E.l.y" 



II faut alors proceder a deux integrations successives. Les constantes d'integration s'obtiennent grace 
aux conditions aux limites (appuis, encastrements...). 
exemple de conditions aux limites : 



Appui simple 


o 

ll 




Encastrement 


o 

II 


o 

II 



11.5. Les efforts dans les poutres : 

Efforts exterieurs : 

Definition 

On appelle efforts exterieurs les efforts s'exercant sur la poutre isolee. On en distingue deux sortes : les 
charges qui sont des efforts auxquelles la poutre est destinee a resister et les actions de liaison qui sont des 
efforts appliques sur la poutre par les liaisons qui la maintiennent en place figure. 87b 
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Dans l'exemple ci-dessus, F et Q sont des charges. (Rq, Cq) et Rg sont des actions de liaison. En general, les 
actions de liaison sont les inconnues du probleme. 

Les charges : 

En theorie des poutres, on distingue en general deux types de charges : les charges concentrees qui 
s'appliquent en un point de la poutre, et les charges reparties qui sont distributes continument le long d'un 
segment de la poutre. 

En mecanique generale, les efforts sont mathematiquement representes par des torseurs. En mecanique des 
milieux deformables on introduit une notion supplementaire importante : le point duplication de l'effort. 
Dans l'exemple ci-dessous, les deux torseurs d'efforts exterieurs sont equivalents mais la deformation n'est 
pas la meme.figure.87c 




Important 

Desormais, les elements de reduction des torseurs de charge seront definis en leurs points d' application. 
Definitions 

Une charge concentree en un point d'application est definie par un torseur en ce point d'application. Si 
ce torseur se reduit a une resultante, on l'appelle force concentree. Si ce torseur se reduit a un couple 
(ou un moment) on l'appelle moment concentre. Les charges reparties sont des densites lineiques de 
torseurs. Les forces reparties sont des densites lineiques de forces. Les moments repartis sont des 
densites lineiques de moment (d'emploi tres rare dans la pratique). 
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Les actions de liaison : 

Les poutres etant reduites a des lignes materielles, le contact avec l'exterieur est schematise ponctuel. Une 
action de liaison (ponctuelle) est definie par un torseur (de contact) qui represente l'action mecanique de la 
liaison (support ou appui) sur la poutre. Le torseur d'action de liaison depend du type de liaison envisage 
(comportement de la liaison). Les elements de reduction d'un torseur d'actions de liaison sont definis au point 
de liaison. 

Nous nous limiterons dans ce cours aux liaisons parfaites (le travail des actions de liaison est nul). II existe 
trois types de liaisons parfaites : 

Encastrement : Les rotations et les deplacements sont bloques. 

Articulation : (ou liaison rotule) La rotation est totalement libre. Les deplacements sont bloques. 
Appui simple : La rotation et le deplacement horizontal sont libres. Le deplacement vertical est 
bloque.figure.87d 




Equilibre d'une poutre : 

Soit une poutre soumise aux actions exterieures suivantes : 
Fi les charges concentrees aux points A( 

C; les moments concentres aux points A/ 

p(X; ) les forces reparties 
Fk les resultantes de liaison aux points Bfc 
Ck les moments de liaison aux points B ^ 
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D'apres le principe de la statique, la poutre est en equilibre si le torseur resultant des efforts exterieurs est nul. 
Ceci s'ecrit mathematiquement : 

^Fi+^Fk+Jp dx = 0 

i k 

OAi a F i +^Ci + 

i i 

Ces deux equations vectorielles fournissent 6 equations scalaires (3 dans le plan : 2 equations de forces et 
une equation de moments). 

Efforts interieurs : 

Torseur des efforts interieurs. 

Considerons une poutre en equilibre sous faction de ses efforts exterieurs (charges et actions de liaison). 
Figure. 87e 




J^OAk AFk+^TCk+JOGAp dx 




On choisit une orientation arbitraire de la ligne moyenne (choix du vecteur tangent x ) et on imagine 
une coupure en un point G qui divise la poutre en deux parties notees L(+) et L(-). Chacune de ces deux 
parties est en equilibre sous faction des efforts exterieurs qu'elle re§oit et sous faction en G de l'autre 
partie. 
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Definition 



On appelle torseur des efforts interieurs au point G le torseur T ( , des actions de la partie L( - ) sur la partie 
L(+). 

Important 

La notion de torseur des efforts interieurs n'a de sens que si on a defini une orientation de la ligne moyenne. 
En effet, un changement d'orientation definirait un torseur des efforts interieurs oppose au precedent. 

Calcul du torseur des efforts interieurs : 

Si on note (T-) le torseur equivalent aux efforts exterieurs agissant sur la partie L(-) et (T+) le torseur 
equivalent aux efforts exterieurs agissant sur la partie L( + ), on peut ecrire (au meme point G) les egalites 
suivantes : 

Equilibre global de la poutre : (T-) + (T+) = 0 

Equilibre de la partie L(+) : (T+) + t g = 0 

On en deduit deux manieres d'evaluer le torseur des efforts interieurs en G. 

T f; = - (T+) = (T-) 

Efforts interieurs : 

Definition 

Les efforts interieurs en un point G de la ligne moyenne d'une poutre sont les composantes dans le RCPI 
des elements de reduction du torseur des efforts interieurs T , . Ces efforts interieurs ont des noms consacres : 

C 7 

N est l'effort normal (dans la direction x ) 

Ty est l'effort tranchant dans la direction y 

T z est l'effort tranchant dans la direction z 
T = Ty y + T z z est l'effort tranchant. 

M t est le moment de torsion (dans la direction x ) 

My est le moment de flexion ou flechissant dans la direction y 
M r est le moment de flexion ou flechissant dans la direction z 
M = My y + M z z est le moment de flexion. 
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Remarque 

Le signe de N a un sens physique : N > 0 signifie une traction. N < 0 signifie une compression. II est facile de 
voir que cela est independant de I 'orientation de la ligne moyenne. 

Definition 

On appelle diagrammes des efforts interieurs les diagrammes representant la variation de chacun des 
efforts interieurs selon la ligne moyenne. Ces representations sont utiles pour situer rapidement les sections 
les plus sollicitees. 

11.6. Systeme isostatique, systeme hyperstatique, mecanisme 

Soit k le nombre d'equations d'equilibre (6 dans l'espace, 3 dans le plan). 

Soit r le nombre d'inconnues (resultantes de liaison et moments de liaison). 

Si r = k : Les actions de liaison sont determinees par les equations de la statique. La structure est dite 

isostatique. 




poutres isostatiques 



Si r> k : Le nombre d'equations d'equilibre est alors insuffisant a la determination des actions de liaison 
inconnues. La structure est dite hyperstatique de degre r - k. 
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Si r < k : l'equilibre est impossible en general. Le systeme est hypostatique (mecanisme). L'etude des 
mecanismes deborde du cadre la resistance des materiaux. 




mecamsmes 

12.TORSEUR DR COHESION c i T """ }* 

12.1. DEFINITION ET REPERAGE DE LA COUPURE FICTIVE 

Soit (E) le solide assimile a une poutre et (E) l’ensemble exterieur a (E) . Ro=(xo,yo,zo) est le repere 
lie a (E) tel que .west confondu avec la ligne moyenne. Considerons un plan (P) normal a 

xn definissant la section droite (5) dc (E) . Soit G le centre de surface de(S) , OG=x.xo definissant la 
position de la section droite par rapport a Ro .La coupure fictive par le plan (P) partage la poutre en 
deux trongons (E\) et (Ei) figure. 88. 
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12.2. DEFINITION DU TORSEUR DE COHESION 



Le torseur de cohesion Gs \7 c°h) Ro est le torseur associe a l'ensemble des actions mecaniques exercees par 
le tron£on (Ei) sur le tron§on (E\) de la poutre dont les elements de reduction sont exprimes au point G 
centre de la surface (5) 




Remarque : 

Ces actions, non visibles, sont internes au materiau et lui permettent de garder son integrite physique 
d'ou le nom de cohesion. 

Le torseur de cohesion est toujours le torseur des actions mecaniques exercees par le tron§on de droite 
(Ei) sur le tronyon de gauche (Ei) 

R et Mg sont fonctions de l’abscisse x du centre de surface G de (5) 

Pour simplifier les ecritures, il n’y aura pas d’indices sur les elements de reduction 

12.3. DETERMINATION DES ELEMENTS DE REDUCTION EN G DU TORSEUR DE 
COHESION 

Etude de l’equilibre de la poutre (E) : figure. 89 
Le PFS nous permet d’ecrire : {Te^>e}= 

G 



Re^e— 0 

Mge^e=0 
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En utilisant la coupure fictive, les actions mecaniques exterieures peuvent etres separees en deux 
groupes : 



le torseurs des AM exterieures a la poutre appliquees sur (£) 



J Re->E\ 

\LE->Elf= 



Mge 



->£ 1 



le torseurs des AM exterieures a la poutre appliquees sur (£2) 
{Te -> E2 j= 



R 



E -> E2 



M 



GE -> E 2 



L’equilibre de (£) peut s’ecrire : 




Re 



H >£1 



Mge^ei 



Re->E2 



G 



MgE->E2 




Etude de l’equilibre de (£1) . Relation entre 




(£1) est en equilibre sous 1 ’ action de deux torseurs : 
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12.4.Repere de definition des sollicitations 



Soit R=(G,x,y,z ) le repere local associe a la section droite fictive (S). Ce repere est tel que x definit la 
normale exterieure a (S) relative a (E\) . y et z appartiennent alors au plan (P) de la section (S). 
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Ce repere sera toujours direct. Figure. 91 




Figure. 91 



12.5. Denomination des composantes des elements de reduction du torseur des efforts de cohesion 




R=N+T 

Mc=Mt+Mf 



Effort normal N : projection de R surl’axe x 

Effort tranchant T : projection de R sur la section droite (y,z) 

Moment de torsion Mt : projection de Me sur l’axe x 

Moment de flexion Mf : projection de Mg sur la section droite (y,z) 

T et Mf n’ayant pas de direction privilegiee dans (y,z) , il est preferable d’utiliser les 
composantes algebriques de ces vecteurs figure. 92 
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N : composante algebrique de N sur x 
R Ty : composante algebrique de T sur y 
Tz : composante algebrique de T sur z 

Mt : composante algebrique de Mt sur x 
Mg Mfy : composante algebrique de Mf sur y 
Mfz : composante algebrique de Mf sur z 




Les composantes algebriques N,Ty,Tz,Mt,Mfy,Mfzv arient en fonction de la position du centre de 
surface G de la section droite fictive (S). La representation graphiques des fonctions 

N (x);Ty (x);Tz (x); Mt (x); Mfy (x);Mfz (x) donne les diagrammes des 

composantes des elements de reduction en G du torseur de cohesion. 



Exemple 1 



Soit une poutre cylindrique, de 200 mm de long et de 5 mm de diametre, soumise a une action 
mecanique modelisable par un glisseur avec R^t: d'intensite 100 daN. 

AC=a.x ; a = 150 mm 
AB=l.x ; l = 200 mm 
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L’ etude s’effectuera dans la plan de symetrie (x,y) figure. 93 




1. DETERMINATION DES ACTIONS EN A ET B 



Isolement de la poutre (E) 

(E) est soumis a 3 actions mecaniques 

l 



{To^£]= 



{r3^E ]= 



Rq-^e [__ 
M A0—>E 



;r 



Xq^e 0 

Yo^e 0 

0 0 



fc.4{zi ->E |.|73->£ | 

{7i->e}= ,= 

B v v 



0 0 

Yi^e 0 

0 0 



(x. 



R3-+E , 



C 



c 



M C3->£ 

Ecriture des torseurs au point A 

{7o^£j= 



0 0 

-100 0 

0 0 



(x,y,z) 



Re+e {_ 
Mao^e 



Xo^e 0 

Yo^e 0 

0 0 






Ri^e , 
M a\-ae 



(x,y,z) 



>= < 
A 



0 0 

Yl^E 0 

0 LYm 



( X,y,z ) 



{T3^e\= 



Ry±e 1 

\Ma3-+E 



0 0 
-100 0 
0 -a. 100 



(x,y,z) 
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Ecriture du PFS applique a (E) 



, ) Xo^E 

uo^+e^-ioo 

A 0 

Equations Resolution 



0 

0 






l.Yi^E-aAOO) 



(x,y,z) 




Xo^E=0 y^ e 

Yo^e =-Yi^e +1 00=-75+l 00=25 



a. 100 _ 15000 
/ ~ 200 



Conclusion 



r * 


0 0 




f - * ] 


1 


f ~\ 

0 0 


1 j }Mmeae\ 

Al J A 


250 

0 0 

k. > 


&y,z) 


Rl->e 

[Mbi-^J 


H 

B 


75 0> 

0 0 

^ > 



(x,y,z) 




2. DETERMINATION du torseur de cohesion 

II faut etudier chaque portion de poutre comprise entre deux charges. 



POUR Ckx<c 



Equilibre deEl 




—Re->ei 

-Mge^ex 



r * -\ 

. Ro^e 
, Mgo^>e \ 

r V. J 



0 


0 




r 0 


0 1 


25 


0 


> = < 


-25 


0 


0 


-25.x 


(x,y,z) G 




25.x 

J 



Avec Mgo->£=Mao->£+GAaRo->£=0+ 



-x 

0 A 
0 



0 

25= 

0 



0 

0 

-25.x 



POUR c<x<b 
Equilibre deE2 





r - ^ 




— ^ 




r — — - ' 




f 

0 


0 


{T coh } 


= j B 


= 


Re->E2 


= 


Ri->e 


>= < 


75 


0 


c 1 m a 


J 


M GE-^El 


J 


M Gl~>E 


I 

G 


0 

V 


75 .(/-*) 

A 
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* — ► ► l-x 0 0 

Aver M G\^E=M B\^E+GB a/?1->£=0+ 0 a75= 0 

0 0 75 . (l-x) 

2.CQURBES DES EFFORTS INTERIEURS 

On represente la variation des efforts interieurs a l'aide de courbes qui visualisent immediatement les 
zones dangereuses de la poutre. Figure. 94 






Effort tranchant 



A Ty (daN) 

75 

0 A 

-25 

I ' 1 glire.95 



Moment de flexion 




x (mm) 
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Conclusion : 

Le torseur de cohesion est variable le long de la poutre 
Calculer la pente de Mf sur chaque partie de la courbe : tan 1=25 et tan 2=-75 

T 

Existe-t-il un rapport entre la pente de la courbe et l'effort tranchant : oui 1 - v 

Remarque : 

Pour des cas complexes, on utilise des programmes qui etudient des poutres, des treillis ou des 
solides et foumissent les resultats sous forme de courbes (efforts interieurs, contraintes, 
deformations) ou ensemble de courbes representant les differents niveaux d'isocontrainte 

Exemple 2 

Soit une poutre de 3 m de long soumise a 2 actions mecaniques modelisable par : 
une charge concentree 

R^e 

une charge repartie qL 
Donnes 

a = 2m;l = 3m 
tf^=-1200.;t (N) 
qL=-900.y (N/m) 

La charge repartie sera ramenee a une charge concentree au point m centre de la repartition 
L’ etude s’effectuera dans la plan de symetrie (x,y) 



dMfz 

dx 
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1. DETERMINATION DES ACTIONS EN A ET B 







Ecriture des torseurs au point B 



r — — * 3 




' 0 


0 




' 0 


0 
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0 


-2.Yi-+e 



(x,y,z) 



{T 2 ^e}= J Rl ^ E A - 
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X 2 E 0 

Yi _ £ 0 

0 0 



(x ,y,z) 
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-1200 
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chr 



M 
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avec m situe au milieu de AC 



(x,y,z) 



Ecriture du PFS applique a (E) 

i= 



^e -1200 






^++^-2700 

0 



0 

0 

2.7^+1350 



= M 



(x,y,z) 



Equations Resolution 



X 2 ->£=1200 



7U £ =125Q_=675 



Yi^e-- Yi^> e + 2700 =-615 +2700 =2025 



Conclusion 



{Ti^e}= 



Ri^e . 



M 



A l-> E 



0 0 
675 0 

0 0 



(• x,y,z) 



f 7 , — * 1 1200 0 r — — * 3 

fo-ek \ [= 1 2025 0 1 hu E }= X — r • 

b \Mb2^e\ 0 0 c lMc3^£j 

B l J (x,y,z) C 



-1200 0 
0 0 

0 0 
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0 0 




0 0 


{TchrU \ 

AI mrch 
m v J 


h' 

m 


-qL.l 0 

0 0 

V 


> = < 
(x,y,z) m 


-2700 0 
0 0 

> 



2. Determination des torseurs de cohesion 

II faut etudier chaque portion de poutre comprise entre deux charges. 

POUR A<x<B 

Equilibre de El G { Tcoh ]=— G { Tr -A E\ j=-( G {7’i^£}+ G {7’rf. r }) 






R 



l^> E 



M 



G l-> E 



0 0 
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-qL.x 0 
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- 900 .x 
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„ qL.x 2 
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V J 
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(x.y.z) 
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450 .x 2 J 



avec 
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X 
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0 


0 
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450 .x 2 
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Equilibre de E2 G 
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avec 
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avec 



{ 7 W}= ■ 

[Mg 3 h>£J 



A_ 
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(x,y,z) 
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Courbes des efforts interieurs 
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Rappel : 

y=f(x)=-450..x 2 +615.x 
A=b 2 -4ac=61 5 2 

-b-y A , -675-675 _ 3 
2 a -900 2 

r "_ -/3+x/A _ -675+675 _a 
2 a ~ -900 “ U 

y=f(x) s’annule pour x=0 et 
x-1.5 

/=-900.v+675 
poury’=0, x= ^ 

/(|)=-450.(|) 2 +675.(|)=253, 1 25 
=extremum def(x) 



Figure. 9 8 
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EN CONCLUSION LES DIFFERENTS TYPES DE SOLLICITATION SONT: 
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13. POUTRES RECTANGULAIRES AUX ELS 

Les elements en BA soumis a un moment de flexion simple sont generalement calcules a l’etat 
limite de service dans les cas suivants : 
fissuration prejudiciable, 
fissuration tres prejudiciable. 

Le principe de justification vis-a-vis de la durabilite de la structure conduit a s’ assurer du non 
depassement des contraintes limites de calcul a l’ELS : 
de compression du beton 

de traction des aciers suivant le cas de fissuration envisage 
Dans le cas de fissuration peu prejudiciable, la calcul ELU sans armature comprimee est 
determinant. 

13.1. Hypotheses d’etudes 

Les verifications a effectuer portent sur : 
l’etat limite de compression du beton 
l’etat limite d’ouverture des fissures 

Les regies de calcul en section courante tiennent compte des hypotheses suivantes : 
hypothese de Navier-Bernouilli: les sections droites restent planes apres deformation, 
adherence mutuelle entre beton et acier sans glissement relatif, 
resistance du beton tendu neglige, 

beton et acier sont consideres comme materiaux lineairement elastiques, 
beton arme considere homogene : 
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Dans la realite, le beton arme est un materiau heterogene .Pour pouvoir utiliser les resultats de la 
RDM, nous allons "homogeneiser" la section en rempla§ant la section d'acier A s ou A' s par une section 

de beton dite equivalente n.A s ou n.A' s 

Soit une section droite d'une poutre sollicitee en flexion simple: figure. 99 




Au centre de gravite des aciers comprimes, la deformation de l'acier est la meme que la 
deformation du beton du fait de 1’ adherence. Done on peut ecrire £ s ~ £ be 



D'apres la loi de Hooke 



(7 (J, 

£ =—=£, =— — 
s 7— r be 7—! 



<^> 0=0 



Si l'on pose 



» = TT^^c=-« O', =n<j bc 
E, n 



n est appele coefficient d'equivalence et a pour valeur 15, ce qui signifie qu’une section d'acier 
"travaille" 15 fois plus que la meme section de beton. 

L'effort normal dans les armatures est done : 



N = A • ct — A • n • rr , , 

sc v sc s be dans les aciers comprimes 

N st — A s • (J sf — A s • Tl • <7 bc d ans i es aciers tendus 
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La section d'acier A s ou A' s est done "equivalente" a une section de beton fictif nA s ou nA' s . 

Suite a ce raisonnement on peut considerer une section dite "homogeneisee" de beton seul avec 
les diagrammes de deformations et de contraintes suivants: figure. 100 




Grace a cette "homogeneisation" nous allons pouvoir considerer la section de beton arme comme 
une section homogene de beton et appliquer les resultats de la RDM. 

Pour les ELS, les conditions normales d'utilisation de la structure etant satisfaites, les contraintes 
et les deformations seront celles effectivement atteintes par la structure. 

13.2. Contraintes de ealeul 

1/ Etat limite de compression du beton 

La contrainte de compression du beton est limitee a 0,6f c j. Figure. 101 

°bc = 0,64 
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2/ Etat limite d’ouverture des fissures : Figure. 102 
II est necessaire de limiter l'ouverture des fissures dans les 
pieces en 









13.3.Verification d’une poutre aux ELS 

1/ Donnees : 

- section de beton (b,h) 

- enrobage (d',d) 

- sections des aciers (A s , A’ s ) 

- M ser 

Nous allons voir toutes les verifications qu'il est theoriquement obligatoire de faire aux E.L.S. vis 
a vis de la durabilite de la structure. II faut s’assurer que les contraintes dans les materiaux ne depassent 
pas les contraintes admissibles : 

°bc - °’ 6 fcj et o , < a s 

Pour determiner Qb c , CJ sc , o sl il faut : 
a/ determiner y s (position de la fibre neutre), 

b/ determiner le moment quadratique de la section homogeneisee (Ih) 




G| est le centre de gravite de la section homogeneisee. L’axe horizontal passant par Gi est done la fibre 
neutre de la section homogeneisee. 
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2/ Position de la fibre nentre : figure . 1 04 

Pour determiner y s , il suffit d'ecrire que le moment statique de la section homogeneisee par rapport a 
l'axe neutre est egal a zero. 





+ n-A s (y s 



d')-n ■ A s (d 



y,) = o 



La racine positive donne y s . 




3/ Moment quadratique (I h ) : 



h = 



b! AN 



+ I 



AJ AN 



+ I 



AJ AN 



avec 



b / AN 



b . y 



3 

s 



3 



I A s / AN 
I A J AN 



= n • A s (d - y s ) 2 

= n-A' s (y s -d ') 2 





+ n-4d-y s )iAn-A s (y s 




4/ Verifications des lontraintes : 

Maintenant que l’on connait la position de la fibre neutre y s et l’inertie de la section 
homogeneisee, on peut verifier : 
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pour la contrainte dans le beton : 




pour la contrainte dans les aciers tendus : 



°bc a „/ n => n 

Le theoreme de Thales donne : , st 

y s d - y s 



15 a 



be 



A zlA 
y s 



^ s ,=^^f L -(d-y s )<(J s 



5/ Cas d’une section sans armatures comprimees A’s = 0 : 

- La formule du moment statique permettant de calculer y s devient : 





n ■ A s {d 



y s ) = o 



L’inertie de la section homogeneisee est egale a : 



I h = 



b . y 



n- A (d 




Les contraintes a verifier sont : 
• pour le beton : 



• pour les aciers tendus : 



M ser / 

°bc = —r~- y s ^ ° bc 

* h 

°st = l5^f^-{d-y s )<a s 
* h 
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13.4. Dimensionnement d’une poutre aux ELS figure. 105 



Section B.A. 



Moment 


1 | 1 « 

* ' I't 
1 1 

1 * \ ' 

1 1 t 
( | » » 


agissant 


» 1 « ‘ > 
*•11 


^scr l 

r* 


1 » t H 


T 


M to' 






Bcton comprime 



t 



'X'6 : 







0L 







Section Diagramme 
B.A. des deformations 



Diagramme 
des contraintes 



y s 

3 



U 














V 



Efforts normaux 
et moments internes 



Figure. 105 



Avec : 

Nb C : effort normal de compression du bet on 

N s t: effort normal de traction de l'acier A 

M ser : moment de flexion sollicitant au niveau du cdg des aciers 




aciers. 




, bras de levier des efforts de compression du beton par rapport au cdg des 



1/ Equations d'equilibre (statique) : 

Equilibre des efforts normaux : 

IF = 0 

^N bc =N sl 

^ b -y,~ = A ,- cr „ a) 
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Equilibre des moments par rapport au cdg des aciers tendus : 



1M(F) = 0 

W-y) (2) 

2/ Equation de compatibility; : 



Le theoreme de Thales sur les triangles semblables, applique au diagramme des contraintes 
donne : 

g [be _ <?„/" 

y s d ~y. 



15 cr. 



be 



G 



st 



a. 



1 -a. 



<=> a. 



y „ ... 15 °w 

d 15 < j 6( , + (J„ 



(3) 



On a done 3 equations pour 4 inconnues : A, y s , a st et Gb c . On en peut done pas dimensionner la 
section d’acier. 

II va falloir se fixer certain de ces parametres. 

On choisit de faire travailler les materiaux, beton et acier, a leur maximum. Pour cela, on pose 

done : 

• <j sI = <7 sl contrainte admissible de 1’ acier, 



• cr bc = (J hc contrainte admissible du beton. 

On obtient done les equations suivantes : 
la position de l’axe neutre : 



=> a 



s 




15 G 



be 



15<J i,c +g s , 



le moment resistant beton, M*, qui est le moment que peut reprendre le beton comprime seul : 
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3/ Moment de service reduit : 



Posons 



On obtient l’expression : 



Ms 



M 



b ■ d 2 ■ <j 



et 



a 



be 




a 



M 



a 



1 - 



4/ Calcul de la section deader ; 

Cas n° 1 : M ser < M rb : 

Le beton comprime peut reprendre seul l'effort de compression, done pas besoin d'aciers comprimes. 



Calcul uniquement des aciers tendus 



A partir de l’equation des moments, on a : ^ be X ~ ® st ’ ^ s 

or N b xz s =M rb >M S 



ser 



Done M ser — \ ’ & st ' Z s 




Cas n°2 : M ser > M rb : 

Le beton comprime seul ne suffit pas pour reprendre l'effort de compression. On aura done besoin 



d’aciers comprimes qui vont reprendre la difference 

=> Calcul des aciers tendus et comprimes 



{M ser ~M J 
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Pour simplifier les calculs, on decompose la section initiale en 2 sections : 




Section 1 (sans acier comprime) Section 2 (sans beton comprime) 




As = Asl + As2 



Figure. 107 






• Etude de la section 1, sans aciers comprimes : 

Idem cas n°l, sauf que cette section reprend M rb et non M ser : 




• Etude de la section 2, sans beton : 

- Calcul de A’ s : 

L’equilibre des moments par rapport au cdg des aciers tendus donne : 

M ser~ M rb=A- ( 7 sc< d - d ) 

A ' = M ~ M rb 

(d-d') (J , c 

La valeur de a sc est obtenue a l’aide des triangles semblables dans le diagramme des contraintes : 



r be = g /n 

y s y s ~ d 




Calcul de A S 2 : 

L’equilibre des moments par rapport au cdg des aciers comprimes donne : 




L'article A. 4. 2 du BAEL sur les conditions de non fragilite des pieces en beton arme se traduit par 
la verification: 

A min > 0- 2 3 [jj 

b ■ d f t 

avec : A min = section d'aciers tendus 



f t j = resistance a la traction du beton a j jours d'age 
f e = limite d'elasticite de l'acier 
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14. CONTRAINTES PLANES 



Les principales sollicitations etudiees precedemment (traction, cisaillement, torsion,...) sont des 
exemples de contraintes planes. 

L’ analyse des contraintes permet non seulement de reproduire les etudes faites sur les sollicitations 
simples, mais permet aussi F etude de cas plus complexes. Le principe consiste a decouper la matiere en 
petits cubes elementaires afin de faire une etude locale. 

(J(x) : contrainte normale sur la face x 

T(xy) : contrainte tangentielle sur la face x dans la direction y 
Un equilibre statique de cet element permet rapidement d’etablir que : 

CT(-x) = -CJ(x), CJ(-y) = -CJ(y), T(-x-y) = -T(xy), T(-y-x) = -T(yx) et aussi T(xy) = T(yx) 




CT(x) 



Figure. 108 
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On retrouve finalement dans une representation plane : figure. 109 




Normalement l’analyse d’un etat de solicitation permet de determiner C7(x), CJ(y) et T(xy) 

1) Contraintes dans une section inclinee . 

Etudions 1’evolution des contraintes lorsque le cube de reference pivote d’un angle 9 autour de z. On 
pourra alors, connaissant un etat de contrainte dans une direction donnee, en deduire tous les etats de 
contraintes dans n’importe qu’elle direction. 

On a simplement un changement de repere a realiser. Figure. 1 10 
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CT(yi) 




CJ( Xl ) 



X| 




Figure.110 



On peut etablir les relations : 
cr v + cr <y x - a 

<r x i = Y~ + 2 ~ ' C ° S< ' 20 ' + ^ ’ Sin( 20 ' 

cr + cr cr - cr 

a y] = • cos(20) - • sin(20) 

o x ~ cr v 

Vvi =_ 2 sin (20) + -cos(20) 

remargue : on peut facilement montrer que <J xl + <J yl = cr x + cr y 

autrement dit la sommes des contraintes normales agissant sur des faces 
paralleles d’un meme element soumis a des contraintes planes est constante. 
(independante de 9). 

2) Contraintes principales . 

On vient de montrer que les contraintes varient en fonction de l’inclinaison 0, or pour le 
dimensionnement des mecanismes on doit pouvoir trouver l’etat de contraintes maximal. 

* Contraintes normales principales : 

Pour avoir les contraintes maximales CJxi ou Cyi , il faut deriver leur expression et 

chercher pour quelle valeur de 9 (0 P angle principal) on annule cette derivee. 

On aboutit a la relation : 
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2 • r 
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Contraintes principales 



Figure.lll 



par exemple, en traction 0 P = 0° et en cisaillement 0 P = 45° 

* Contraintes tie cisaillement maximales : 

Pour avoir les contraintes maximales Txiyi , il faut etudier le signe de sa derivee. On annule 

cette derivee pour 0 = 0 C (angle de cisaillement). 

On aboutit apres calcul a : 

e. = e + 45 ° 



Ce qui nous donne : 



xl y 1 max i 



^ max i ^ in i n i 
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3) Cercles de Mohr .(pour contraintes planes) 



On peut representer les contraintes a l’aide d’un cercle : le cercle de Mohr figure. 1 12 




Methode de trace 

a) les axes : (7 en abscisse (>0 vers la droite) et T en ordonnee (>0 vers le bas) 

prendre une echelle de contrainte. 



b) le centre C si.ud a la distance - 2 de O. 

c) le point A de coordonnees (Ox ; T xy ). 

d) le cercle de centre C et de rayon AC. 

Recherche des contraintes dans une direction xi inclinee de 9 figure. 113 

Le diametre AB sert de reference angulaire (0 = 0). 

II suffit alors de tracer 1’ angle 20 (correspondant a 0 sur les facettes). 
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Les coordonnees des points sont alors : A] (C7 x i ; T x lyl ) 

B 1 (Cyl , “T x lyl ) 
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4.Critere de limite elastique 

Afin de realiser des composants, on doit lors de la conception s’imposer une limite superieure aux 
contraintes sollicitants les materiaux. Si le materiau est ductile ou malleable, la reference sera sa limite 
elastique Re. 

Si le materiau est fragile, la reference sera alors sa resistance a la rupture Rr. 

Cependant lorsque les contraintes sont biaxiales (voir meme triaxiales) d’autres criteres sont 
necessaires. Nous allons en voir quelques uns. 

4.1. Criteres pour materiaux ductiles ou malleables . 



4.1.1,Critere de Tresea on de la contrainte de cisaillement maximale . 

Generalement le mode de rupture de ce type de materiaux est le glissement engendre 
par les contraintes de cisaillement. On peut ecrire : 

• si CT max i et a ni ini sont de meme signe, alors 



< R„ et 



<R 



• si CT max i et G m i m sont de signes contraires, alors 

^ma xi ^ Min: ; — ^ ( 



Graphiquement on peut retrouver ce critere de Tresea, a savoir :figure.ll5 
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4. 1.2. Critere de Von Mises ou de l’energie de deformation . 

Un materiau, lorsqu’il est deforme par une charge exterieure, tend a Stocker de l’energie interne 
dans son volume (analogic avec les ressorts). 

On aboutit apres calcul a la relation : 

Graphiquement on retrouve par le critere de Von Mises une zone admissible 
elliptique, a savoir : figure. 116 



^nux/ 




On peut remarquer que le critere de Tresca est plus severe que celui de Von Mises. 
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4.2.Criteres pour materiaux fragiles . 



Schematiquement, lorsqu’un materiau fragile est soumis a un essai de traction, sa rupture se produit 
soudainement sans deformation plastique prealable. Les contraintes maximales atteignent la limite a la 
rupture Rr. 

4.2.1. Critere de Coulomb ou de la contrainte normale maximale . Figure.117 



< R r et 



< R, 



+Rr 


(Jmini 






Zc 


ne 


Gmaxi 


-Rr 


Admi 


ssiblc 


-l-Rr 






-Rr 




Figure.117 







Graphiquement on peut retrouver ce critere de Coulomb, a savoir : 

4.2.2.Critere de Mohr . 

Pour beaucoup de materiaux, les resistances a la rupture en traction Rrt et en compression Rrc 
different. Le critere de Mohr, base sur des essais experimentaux, prend en compte cette 
difference. Figure. 118. 
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Le cercle (A) traduit une sollicitation de compression pure. 
Le cercle (B) traduit une sollicitation de traction pure. 

Le cercle (C) traduit une sollicitation de cisaillement pure. 
On obtient alors les limites suivantes : figure. 119 
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15. DEFORMEE 



II existe un lien entre les contraintes normales a et les deformations sur y, c’est ce que nous allons 
etablir. Les contraintes normales suivent la loi de Hooke, a savoir : figure. 120 




Figure. 120 



_ F • L 3 _ (P - k • y) • L 3 
y ~ 3 ■ E ■ I ~ 3 E l 

mais grace a la figure, on peut ecrire : 

A B = -y-tan(A<p)« -y ■ Acp 
et 

AC = Ajc 

on obtient done une premiere relation (1) : 



<7 



- E • 



y • A <p 

A x 



Ensuite, sur la figure, on peut remarquer la relation suivante : 



R 



Ax Ax 

sin(A<p) A (p 



mais en math, on peut constater que R est le rayon de courbure, proportionnel a la derivee seconde, on 



a done une seconde relation (2) : 



1 Ax 

~ * A 7~ip 



Enfin, on a etabli une relation (3) reliant la contrainte de flexion aux actions mecaniques exercees, a 
savoir : 



CT 




• y 
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En combinant les 3 relations etablies precedemment, on a : 




■y = -E-y-y 



11 



Si l’on ne se place pas sur la fibre neutre ( y # 0 ), P equation de la deformation ( deformee) est alors : 



II ne faut pas oublier qu’au moins Mf et y” sont fonction de la position x. 
(Ig eventuellement) 

Prenons pour exemple un cas simple : une poutre sur deux appuis chargee en son milieu. Figure. 121 





• On isole la poutre, bilan des actions exterieures, P.F.S., afin de connaitre les actions exterieures, ici 
on a : 



F • L 3 _ (P - k -y)-L 3 
y ~ 3 E 1 ~ 3 El 

• On recherche le torseur de cohesion, a savoir : 

* trongon BC. 
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* tron§on AC. 



0 
0 

x • F 

2 - G 

On est bien en presence d’une solicitation de flexion simple. 



• On recherche alors la deformee : 

* tron§on BC. 





On trouve alors les constantes C] et C2 a l’aide des conditions aux limites, a savoir, en B pas de 
deplacement et en C une tangente horizontale (par raison de symetrie), soit : 



x - L ^ y {x) - 0 
L 

x = — y '(x) = 0 



On obtient alors : 



< 





E • 5 

(P- F)-L 0 3 
3 El 



3 El 
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1 



c 



C 1 



3 • F L 2 
” 16 
F • L 3 
48 



On obtient finalement l’equation de la deformee : 



y BC (*) 



1 f- F 

ei y 12 



X' 



FL 

+ 

4 



2 3 FL 2 FF 3 3 

X X H 

16 48 



* tron§on AC. 




On trouve alors les constantes Ci et C 2 a l’aide des conditions aux limites, a savoir, en A pas de 
deplacement et en C une tangente horizontale (par raison de symetrie), soit : 



x = 0 -> y ( x ) = 0 

X = > y ’ ( x ) = 0 

C 3 0 



On obtient finalement l’equation de la deformee : figure. 122 et figure. 123 
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Les enveloppes minces cylindriques et spheriques (reservoirs, corps de verin, etc.) soumises a une 
variation de pression peuvent aussi se calculer a l’aide des relations d’ extension-compression. 
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1. Enveloppe Mince Cylindrique 

Au niveau de la coupure, on retrouve la somme des efforts elementaires dF, dus a la pression. 
Chacun d’entre eux peut se decomposer en une composante sur x et une composante sur y. 
La symetrie par rapport a x annule deux a deux les composantes sur y. On a done au niveau de la 
coupure uniquement un effort porte par x. C’est bien une sollicitation de traction. Figure. 124 




N 


= II 


d F ■ x = || 


dF ■ cos a = || 


P ' 


dS ■ cos a 




s 




s 






N 


- J 


dh | p . R . cos 


a -da = L ■ p 


• R 


r . i+ k / 2 

• L sm « \ m 2 




L 


a 








N 


= L 


■ p ■ R -2 = 


p • D • L 







En traction on connait l’expression de la contrainte, sachant que la section normale est : 2.e.S 
On a alors : 



p ■ D ■ L p • D 

<j = = 

2 ■ e ■ L 2 • e 
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2. Enveloppe Mince Spherique 

Par un calcul analogue, on peut etablir que : 



<T 



p • D 

4 • e 



remarque : 

generalement, on a une pression interieure et une pression exterieure, il suffit alors de prendre la 
difference des pression. 



16.FLAMBAGE 

1. Mise en evidence du phenomene (charge critique). Figure. 125 



Prenons pour exemple le cas d’une poutre droite articulee a ses deux extremites A et B et sollicitee en 
compression. 




Faisons l’hypothese qu’il existe une petite fleche y de la poutre (debut de flambage), on se retrouve en 
sollicitation composee (compression + flexion). On peut ecrire en flexion : 
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X 1 



8 +8 

x y 



£ x + e y 



£ - £ y 

+ — — • cos(20 ) + * y • sin ( 2 6 ) 



— • sin ( 2 0 ) + — • c o s ( 2 0 ) 



2 2 v ' 7 ' 2 
7 x 1,1 = ~( £ x ~ £ y )• sin(26>) + 7 xv -cos (2 6) 



mais le moment de flexion depend de la charge F et de la fleche y, a savoir : 

Mf = — F ■ y(x) 



On aboutit alors a l’equation differentielle suivante : 

E-I G -y"(x)+F-y(x) = 0 



Mathematiquement on peut done trouver des solutions de la forme : 



= a • sin 



f 






n-7i • x 






L ) 



avec a constante (fleche de la section 



mediane) 

Cette existence de solution confirme notre hypothese de depart, a savoir, qu’il peut y avoir deformation 
(flambage) sous certaines charges dites critiques. Celles-ci dependent de n et y. 
On obtient en rempla§ant : 




n • n 2 • E • I G 
L 2 



Charge critique d’ Euler 



Prenons la premiere de celles-ci (n=l), trois cas sont a envisager : 

• F r eei < Fc : Fa poutre reste droite, elle travaille en compression. On est en equilibre 

stable. figure. 126 
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• F r eei = Fc i C’est l’incertitude, la poutre peut rester droite ou flamber jusqu'a la valeur a. On 
est 

Enequilibrene utre. Figure. 127 




• F r eei > Fc i La poutre a de tres grandes chances de flamber. On est en equilibre 
instable. figure. 128 




Nous venons d’etudier le cas d’une poutre articulee a ses deux extremites, on pourrait en faire de meme 
avec d’autres types de liaison aux extremites (libre, encastrement,...) seul la longueur a prendre en 
compte demeure alors changee. 

2) Contrainte critique . 

Nous sommes aussi en compression, on peut done ecrire : 

F c n • n 2 • E • I G 

c 5 S ■ L 2 
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On introduit alors le rayon de giration et 1’ elancement, a savoir : 



Rayon de giration 



2 J7 2 

n-Ti ■ t-r 



cr c = 




et elancement X 



L 

r 




n-K 2 • E 
A 2 



remargue : 1’ elancement caracterise la flexibilite d’une poutre et permet une comparaison 
de celles-ci. 

3.Methodes de calcul . (Poutres en Acier) 

3.1.Methode Euler - Rankine . 

C’est une methode de calcul simplifiee valable si l’on n’atteint jamais la l ere charge 
critique. 

On definit les grandeurs suivantes : 



adm 



charge admissible 



R 



pc 



resistance pratique en compression 
coefficient de securite 



X „ = 



n 



R 



Elancement critique 






Elancement (Le : longueur effective, depend du type d’extremite) 



La relation de base est la suivante : 



9 F < 

2- s = 



2 R 



F 



adm 



R 



pc 



On travaille ensuite a l’aide du tableau ci-dessous, suivant l’elancement de la poutre. 
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Poutres Courtes 
X < 20 



Poutres Moyennes 
20 < X < 100 



Poutres Longues 
X> 100 



calcul en compression 



F cd n = R , X 



calcul de Rankine 



calcul d’Euler 



F 

a dm 



R pc ' s 



1 + 



^ A ^ 2 



UJ 



F 



a dm 



R P c 

f Q A 



2 - 



A 

uJ 



3.2.Methode de Duteil . 

Cette methode prend en compte les contraintes de compression dues au moment 
flechissant engendre par la fleche f. 
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Les contraintes en un point de la structure d’un aeronef fig. 129. sont mesurees experimentalement, a 



savorr : 



Cll = gj + g * „ gy •cos(2fl) + ^-sin(2fl) 



Si = 



S + 



— -sin(2^)+ _*' -cos(2 9) 



2 2 2 
r,i,i = -(e, - e,)-sin(2 9) + y xy -cos(2 0) 




1. Quelle est la valeur des contraintes dans une direction a 45° ? 

2. Quelles sont les contraintes principals et la contrainte de cisaillement maximale ? 

3. Retrouver ces resultats a l’aide des cercles de Mohr. 
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17. SYSTEMES HYPERSTATIQUES 



On se propose d’aborder differentes methodes de resolution de systemes hyperstatiques a l’aide 
d’exemples. 

Exemple n° 1 figure. 130 




hypothese : si P = 0, le ressort n’est pas charge. 

Si l’on etudie seulement la poutre, on a une poutre encastree soumise a son extremite a une force 
F = P - k.y 

On connait la deformation a 1’ extremite d’une poutre encastree, a savoir : 

F • L 3 _ (P - k • y) • L 3 
y ~ 3 ■ E ■ I ~ 3 E l 

On peut done ecrire : 

3 -E-I-y = (P-k-y)-L 3 

Ce qui nous donne la deformee y : 



p 


■ L 3 


y (3 • E ■ 


I + k • L 3 ) 
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hypotheses : si P = 0, la barre AC n’est pas sollicitee. Les 2 barres sont realisees 



dans le 



meme materiau. 



* troncon AB . (flexion) figure. 132 









3 



y = 



F • L q 
3 E l 



troncon CD . (flexion) figure. 133 




(P- 

3 E I 



* troncon AC . (extension) 

F „ (y ' - y) 

= E ■ 

S L , 

En combinant les trois relations, on arrive au systeme : 

f F • L, 



E ■ S 

(P ~ F) • L () 3 

y = 

3 ■ E ■ I 

F L, (P - 2 ■ F) ■ L 0 



F • L 0 3 

3 • E ■ I 



ES 



3- El 



L x 2 • L c 



F • — + — = — 

l S 3-E-I 3 E l 



PL, 
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soit 




Connaissant F, il est alors facile de trouver y et y’ 
Exemple n° 3 Figure. 134 




Si l’on applique le P.F.S. on aboutit aux equations : 

J P + Ay + By - 0 

\m B + L ■ Ay - ( L - a) ■ P = 0 

On se retrouve avec 2 equations et 3 inconnues ( Ay, By et M B ). 

On decompose la poutre en 2 sous-systemes, de la maniere suivante : figure. 135 
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La fleche en A est alors : 



y A i = 



P-(L-a) 2 -(2-L + fl) 
6 El 




136 Figure. 



la fleche en A est alors : 



AyL 3 
~~ 3 El 



Si l’on fait la superposition des deux etats precedents, on doit aboutir a une fleche nulle en A car il y a 
un appui simple en A. On doit done avoir : y A i= Y a 2 
Ce qui donne apres calcul 



Ay 



P • (L - a) 2 • (2 • L + a) 
2 • L 3 



1/Trois barres de meme section S, construites dans le meme materiau de module de Young E sont 
suspendues a un bati suppose indeformable. 

Hypotheses : 

♦ les liaisons en A, B, C et O sont des liaisons pivot parfaites d'axe Z. 

♦ la masse des barres est negligee. leurs longueurs respectives sont Lj ,Lo ,L 3 .les 
angle(AOB)et(BOC)valenta. 

♦ En O, on suspend une masse de poids P. Ni , N 2 et N 3 representent les efforts 
normaux dans les barres. 
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ABC 




Figure. 137 



1 ) Etudier l'equilibre de l'axe O et montrer que le systeme est hyper statique. 



2 ) Exprimer la relation entre les allongements des trois barres. ( Aa petit ) 



3 ) Exprimer les efforts normaux dans les barres. 

2 

4 ) On donne S = 100 mm“ , P = 6000 N , a = 30° , calculer les contraintes d'extension 
dans les trois barres 
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2/ Un fil en acier de longueur L = AB et de section S est lie en A et en B a deux pieces fixes par deux 
liaisons pivot parfaites. On suspend au milieu I du fil une masse de poids P et le fil prend la 
configuration elastique AL'B. Figure. 138 

Soit E, le module de Young E de l'acier constituant le fil. 




Hypothese : 



♦ les deformations sont supposees petite, on pourra ecrire : tan a « a 



sin a « a , cos a = 1 - — 

2 

1 ) Exprimer l'effort normal d'extension dans le fil en fonction de P et a. 

2 ) Exprimer l'allongement relatif du fil en fonction de a. 

3 ) Exprimer l'allongement relatif du fil en fonction de l'effort normal. 

4 ) Dans le resultat de la question 2, on peut negliger a 2 par rapport a 2. 



Exprimer la deformee en L' en fonction de P. 

5 ) On donne S = 4,9 mm 2 , P = 200 N , L 
Faire les differentes applications numeriques 



320 mm 



2.10 5 MPa. 
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18. Ressorts Helicoidaux a fil rond 



1) C aracteristiques . 

Les principales caracteristiques d’un ressort helicoidal a fil rond sont : figure. 139 



♦ le diametre d’enroulement moyen D 

♦ le diametre de spire d 

♦ la hauteur utile a vide H 0 

♦ le nombre de spires n 




2) Rigidite . 

Si l’on se place dans la zone de comportement elastique du ressort, on a proportionnalite entre la 
charge axiale P et la fleche f = Ho-H . 

P = k.f = k.(H 0 - H ) 

k est la raideur du ressort. 
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3) Sollicitations . 



Le ressort est soumis a deux actions mecaniques portees par son axe, a savoir : 

. {ext->E\' u = {p 0}^ 

• {ext->E2} A . = {-P 5}^. 

Les resultantes sont portees par l’axe y 0 . figure. 140 




L’on realise une coupure en G du ressort, on observe sur une vue de profil (ci-contre) un changement 
d’axes. 

Par definition, on obtient le torseur de cohesion par la relation : 

{coh} G ={ext ^E2 } g 

On a done : 

- P ■ sin a 

{c o h} A , = ^ P ■ co s a 

0 








II suffit alors de faire un transport, en remarquant que GA’ = GB + BA’ , soit : 



[coh} G 



PD 

-.P-sina -cosa 

2 

PD 

\ P-cosa -sin a } 

2 

0 0 



J G 



On a done les sollicitations suivantes : 



• Effort normal 


N = -P ■ sina 


=> 


COMPRESSION 


• Effort tranchant 


Ty = P ■ cos a 


=> 


CISAILLEMENT 


• Moment de torsion 


PD 

Ml - - ■ cos a 

2 


=> 


TORSION 




PD 







• Moment de flexion Mfy — ■ sin a => FLEXION 




Comparaison des contraintes : 

En pratique a est tres petit (6 a 8°), par consequent sina est proche de 0. Les sollicitations de 
compression et de flexion sont negligeables par rapport aux autres sollicitations. 

Exprimons maintenant la contrainte de cisaillement : 

4P 4 P 

^ • cos a « 77 

K'd K'd 



T 



Ty 



cisaillement 



' cisaillee 
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Exprimons ensuite la contrainte de torsion : 



T 



torsion 




P ■ D 
2 



32 

n ■ d 4 



d 

— • cosa 
2 



8 ■ P D 
n ■ d 3 



Si l’on considere que D « 6.d , on trouve une contrainte de torsion de : 



. T 



torsion 



On constate alors que : 



T «12 T 77 

torsion cisaillement 



Un ressort helicoidal a fil rond est essentiellement sollicite en TORSION. 



4) Condition de resistance . 

La condition de resistance en torsion reste inchangee, a savoir : 



T 



max i 



T 

^ pratique 



48 • P 

k • d 2 



On peut aussi ajouter une condition de resistance spires jointives 




Pour un acier chrome-vanadium a ressort, on a : 

G=82.10 3 MPa 
Te=560MPa 
Tp = 300 MPa 

5) Etude des deformations . 

Isolons un tron§on de ressort de longueur Al. Sur cette longueur le ressort peut etre assimile a une 
poutre AB soumise au moment de torsion : figure. 142 
D’apres les relations de deformation, on a : 



Mt = G -9 ./„ 



avec : 



A a 
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A l’aide de la figure precedente, on peut etablir que : 

D D D D PD 8 Pi 

Af = — • sin(Aa) « — • A a « — • 6 • Al « — • • A l « 

2 2 2 2 2 • G • / 0 7T ■ G ■ i 

La fleche totale f et obtenue en sommant les fleches elementaires Af , soit : 

^ 8 P D 2 ^ 

Mais on peut faire intervenir la longueur du ressort L « n . n . D , soit : 




On peut alors retrouver la rigidite connaissant la charge. 
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6) Conseil de calcul . 



Le nombre de parametres de definition de ce type de ressort est de 4 : D, d, n, H 0 . 

On dispose de 3 equations, a savoir : 

• Condition de resistance. 

• Condition de resistance spires jointives. 

• Relation de deformation => fleche ou raideur. 

Une condition d’encombrement, de proportion est done necessaire. 

Exercice n° 1 : TORSION 

On considere un arbre dont la forme est cylindrique entre les sections A et B. 
Un calcul preliminaire a permis de determiner le moment de torsion entre les 

sections A et B, a savoir M T = 50 Nm. Cet arbre est en acier pour lequel G = 8.10 4 MPa et 

T p = 180 MPa. On adopte un coefficient de securite de 3. De plus, on s'impose une valeur limite pour 
l'angle unitaire de torsion 0H m = 0,25 7m. 

1.1) Determiner de maniere litterale le diametre minimal de l'arbre pour verifier la condition de 
resistance. 

1.2) Determiner de maniere litterale le diametre minimal de l'arbre pour verifier la condition de 
deformation (rigidite). 

1.3) Faire les applications numeriques. Conclusion. 

Exercice n° 2 : 

La figure 143 ci-dessous represente une barre de torsion de suspension 
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Cette barre est en acier special de caracteristiques : G = 8.10 4 MPa et T p = 500 MPa.. On adopte un 
coefficient de securite de 2. La variation de section en A et B provoque une concentration de contrainte. ( 
k = 2 ). 

La condition de deformation impose : 

2.1. Determiner de maniere litterale le moment de torsion maximal que peut supporter la barre pour 
verifier la condition de resistance. 

2.2. Determiner de maniere litterale le moment de torsion maximal que peut supporter la barre pour 
verifier 

Condition de deformation (rigidite). 

2.3. Faire les applications numeriques. Conclusion. 

Exercice n° 3 : 

On considere un arbre de forme cylindrique. Son diametre est d = 30 mm entre les sections A et B. 
Un calcul preliminaire a permis de determiner le moment de torsion entre ces 
sections, a savoir M T = 50 Nm. Cet arbre est en acier pour lequel G = 8.10 4 MPa. 

3.1. Calculer l'angle unitaire de torsion en °/m. 

3.2. Calculer la contrainte tangentielle maximale. 

3.3. Pour alleger l'arbre, on remplace cet arbre plein par un arbre creux de diametre interieur d = 30 mm 
et de Diametre exterieur D. En conservant la meme contrainte tangentielle, etablir une relation 
permettant de calculer D. 

3.4. Resoudre cette equation par une methode numerique de votre choix. 

(on pourra poser D = X.d et calculer X ) 

3.5) Calculer le gain de masse qu'apporte cette modification. 

3.6) Calculer Tangle unitaire de torsion de l'arbre creux en °/m. Conclusion. 

Exercice n° 4 : 

On considere un arbre cylindrique creux. Son diametre interieur est impose par les cotes 
d'encombrements du ressort qu'il doit contenir ( d = 30 mm ). Sa longueur utile entre les sections A et B 
est L = 200 mm. Les caracteristiques de T acier qui le compose sont : G = 8.10 4 MPa et 
T p = 128 MPa. .Cet arbre doit pouvoir transmettre un couple de 60 Nm.On s'impose un coefficient de 
securite de 4. 
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4.1. Determiner l'expression litterale, puis numerique, du module de torsion ( Io / p ) de cet arbre. 

4.2. Etablir une relation permettant de calculer le diametre exterieur D. 

4.3. Resoudre cette equation par une methode numerique de votre choix 
(on pourra poser D = A,.d et calculer X ) 

4.4. Determiner l'expression litterale, puis numerique, de Tangle a exprime en degres dont toument les 
sections A et B Tune par rapport a l'autre si D = 33 mm. 

19. DEFORMATION PLANE 

Tout comme pour les principales sollicitations etudiees precedemment (traction, cisaillement, 
torsion,...) il est tres utile de connaitre T evolution des deformations. Figure. 144 et figure. 145 En 
deformation plane, on rencontre 3 types de deformation, a savoir : s(x), s(y) et y(xy) 

Par exemple, une contrainte suivant x provoque une deformation sur x mais aussi une deformation sur 
y pour respecter la conservation de la matiere. 

On retrouve alors le coefficient de Poisson : ^ y ^ ‘ ^ x 
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1. Deformation dans une section inclinee . 

Etudions 1’evolution des deformations lorsque le cube de reference pivote d’un angle 0 autour de z. On 
a simplement un changement de repere a realiser. 

On peut etablir les relations : 




£ + £ £ - £ 

x y x y 

— + 




- — — • sin (2 0 ) + — — • co s(2 6) 

£ y ) • sin ( 2 0 ) + y xy -cos(2 6) 



remargue : on retrouve comme pour les contraintes £ xl + £ yl = £ x + £ v 
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2. Deformations principales et Glissement maximal . 

Comme pour les contraintes planes, il existe une direction 0 P pour laquelle y(xy) = 0 et les 

deformations sont extremes 8 max i et 8 m ini • 

* Deformations principales : 



Par une demarche analogue aux contraintes, on aboutit a la relation : 



tan(2 d p ) 





Posons alors : 





2 



On obtient finalement : 





£ x + 




+ R 




+ R 


^ m a x i 


2 




^ m oy en 




£ x + 














- R 




- R 


f-' 

min i 


2 




— t 

m oy en 
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remarque : les relations precedentes ne sont valables que si les materiaux sont isotropes. 
* Glissement maximal : 

On peut aussi rechercher le glissement maximal, obtenu pour : Q c = 9 p — 45° 

Ce qui nous donne : 

3) Cercles de Mohr .(pour deformations planes) 

On peut representer les deformations a l’aide d’un cercle de Mohr figure. 149 





Methode de trace 

a) les axes : 8 en abscisse (>0 vers la droite) et y / 2 en ordonnee (>0 vers le bas) prendre une 
echelle de deformation. 

b) le centre C situe a la distance S lmy ,„ - 2 de O. 

c) le point A de coordonnees (£ x ; y xy / 2). 

d) le cercle de centre C et de rayon AC. 
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Recherche des deformations dans une direction inclinee de 9 figure.150 

Le diametre AB sert de reference angulaire (0 = 0). II suffit alors de tracer 1’ angle 20 (correspondant a 0 
sur les facettes). Les coordonnees des points sont alors : Ai (S x | ; y x iyi /2) ,Bi (£ y i ; -y x lyl /2) 











4) Jauges de contraintes . 

Pour mesurer les deformations, on utilise des jauges de contraintes ou rosettes, qui collees sur la 
surface de l’objet suivent les deformations de celui-ci. Le principe est simple, une jauge est en fait une 
resistance qui varie en fonction des deformations. Dans le cas general, en deformation plane on utilise 3 
jauges ayant chacune une direction propre. 

Chacune des jauges etant orientes par rapport a l’axe X. figure. 152 
Jauge A : angle (X,A) = 0 A 
Jauge B : angle (X,B) = 0 B 
Jauge C : angle (X,C) = 0c 




A l’aide du releve des deformations 8 a , eg , 8<y on determine alors £ x , £ y et y xy . 

s A = e x • cos 2 (0 A ) + s y - sin 2 (d A ) + y„ ■ sin(0 A ) • cos(0 A ) 
e B = s x ■ cos 2 (0 B ) + s y - sin 2 (0 B ) + y xy - sin(0 g ) • cos(0 g ) 
s c = £ x ■ cos 2 (0 C ) + £ y - sin 2 (0 C ) + y„- sin(0 c ) • cos(0 c ) 
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On peut dans certains cas particular avoir des relations plus simples, a savoir : 



* 



rosette a 45° 



o A 

0 B 

e c 



= o° 



= 45 ° 
= 90 ° 



e x = £ a 

£ y= £ C 

Y X y^ 2 - £ B-( £ A+ £ c) 



* 



rosette a 60° 



0a 

Ob 

0c 



= 0 ° 



= 60 ° 
= 90 ° 



8 „ -8 



1 



£ y =-‘(2 ■ s b + 2 - s c ~ s a ) 



y*y=-^< s B- £ c ) 



* remarque : si les directions principals sont connues, deux jauges orientees suivant ces 

directions suffisent. 

5) Relation entre contraintes et deformations . 

5.1) Loi de Hooke generalisee . 
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A l’aide des relations precedentes, on peut alors retrouver les contraintes, a savoir : 
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<7 _ = 7 7 V • f (l - V ) • S r + V • (V + £ , 

= (1 + v).(1-2.v)-( ( 1 - v) ' £ ' +V '( £ ' + ^)) 

= (l + v).(i-2.v)-( (l " v) - e ‘ + V -( e * +e ’)) 

E 

G = — ( 7 

2- 1+v 
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Contraintes 



Planes 




(J z — 0 ; T xz — 0 ; Ty Z — 0 



CT X ^ 0 j Oy ^ 0 j T X y ^ 0 




xz — 0 5 Yyz — 0 



Deformations 



Planes 



xz — 0 ; Ty Z — 0 



CJ X 5^ 0 j CTy ^ 0 j a z ^ 0 j T xv ^ 0 



z — o ; Yxz — 0 5 Yyz - o 



8 X ^ 0 ; 8y ^ 0 ; S z ^ 0 ; y xy ^ 0 S x ^ 0 ; 8 y ^ 0 ; y xy ^ 0 



o’, = 



(l-v 1 ) 1 



«, +V-S, 



O', = 



( T ^ j -^ +v - £ ') 



^ = ° 



(l+ v)-(l-2-v) 



•((1 -v)-S x +V-£ y ) 



' = ( 1 + v). (l -2-v)'( (1_v) ‘ e ' +V ‘ e *) 
a ' = (l + yHl E - 2 . y )-(‘ , ‘ +e ’) 



— -(cr, -V-CT,) 

T'( CT > +<T -) 



e, =^^'(( 1 -' / )o, -v-cr, 



(1 + 0 



E 

S z = 0 



(a-o 



cr v -v-cr Y 
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EXERCICES 
1. MODELISATION 

1. Determiner en fonction des parametres a, L, et F les elements de reduction du torseur de cohesion 
pour la poutre ci-dessous. Tracer les diagrammes correspondants. figure. 153 




2. Determiner en fonction des parametres L et F les elements de reduction du torseur de cohesion pour la 
poutre ci-dessous. Figure. 154 

Quel est le torseur transmissible par la liaison en A ? Est-ce conforme a la modelisation ? 

Tracer les diagrammes correspondants. 








3. Determiner en fonction des parametres a, L, et F les elements de reduction du torseur de cohesion 
pour la poutre ci-dessous. Tracer les diagrammes correspondants. figure. 155 




Determiner en fonction des parametres L et F les elements de reduction du torseur de cohesion pour 

la poutre ci-dessous. figure. 156 

Quel est le torseur transmissible par la liaison en A ? Est-ce conforme a la modelisation ? 

Tracer les diagrammes correspondants. 








3.Le modele ci-dessous correspond a une fourchette d’embrayage. Celle-ci re£oit de la par de la butee 
deux actions mecaniques identiques aux extremites Ci et C 2 . figure. 157 
La resultante de ces actions a pour composantes Fx et Fy. 

3.1) Determiner les actions mecaniques transmises par les liaisons de centre A, Bi, B 2 . 

3.2) Calculer les elements de reduction du torseur de cohesion pour la poutre AB. 

3.3) Calculer les elements de reduction du torseur de cohesion pour la poutre BB 1 . 



3.4)Calculer les elements de reduction du torseur de cohesion pour la poutre B 1 C 1 . 






2. CISAILLEMENT 

Exercice n° 1 : 



La barre (1) de section rectangulaire est assemblee au gousset (2) par deux cordons de soudure 
d'epaisseur a = 3 mm et de longueur L. figure. 158 





Figure. 158 



Sur cette barre s'exerce une force horizontale F = 1,5. 10 4 N. Le metal d'apport utilise pour la soudure a 
une contrainte pratique au cisaillement x p = 200 MPa. On adopte un coefficient de securite de 4. 

Quelle est la longueur minimale L des cordons de soudure ? 
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Exercice n° 2 : 

On considere une articulation en chape representee ci-dessous. Figure. 159 




L'axe d'articulation (4) est en acier doux de contrainte pratique au cisaillement x p = 150 MPa. On adopte 
un coefficient de securite de 4. 

On suppose les forces uniformement reparties sur chacune des surfaces de contact et symetriques par 
rapport au plan (C,y,z).Une etude preliminaire de statique nous a permis de calculer les forces suivantes 

A(3— >4) = E(3^4) = B(2^4) = D(2^4) = 3 000 N 

C(l— >4) = 4 100 N 
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2.1 ) Determiner la norme des efforts tranchants T dans les sections Sab situee entre A et B, Sbc - Scd , 
Sde • 

2.2 ) En ne prenant en compte que le cisaillement determiner le diametre de l'axe. 

Exercice n° 3 : 

Un element de poutre en treillis est constitue par deux cornieres (1) et (2) de dimension 25 x 25 x 
4. Cet element de poutre est soumis a une force F = 40 000 N. figure. 160 




Figure. 160 



Fes cornieres (1) et (2) sont fixees a un gousset (3) par des rivets de diametre d = 8 mm. Ces rivets sont 
en acier doux de contrainte pratique au cisaillement T p = 200 MPa. On adopte un coefficient de securite 
de 3. 

Calculer le nombre de rivets necessaires pour realiser cette liaison. 

4. PESE PERSONNE 

Fe systeme etudie est constitue d'un chassis (1) et d'un plateau (3) lies par l'intermediaire d'une poutre 
(2) encastree dans chacun d'eux. Deux jauges de deformation permettent de mesurer l'allongement 
unitaire en deux points C et D de la face superieure de la poutre. Fe traitement de ces deux mesures 
permet de connaitre la valeur de la charge P independamment de sa position sur le plateau. 
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On schematise le systeme de la maniere suivante : figure. 161 




a 



b 



L 



Figure. 161 




( 1 ) 



Le principe du traitement de la mesure est le suivant : 




Hypotheses : 

♦ le chassis (1) est suppose indeformable. 

♦ le plateau (3) est suppose indeformable et de masse negligeable. 

♦ la poutre a pour caracteristiques : E = 2.10 5 MPa 

L = 95 mm 
h = 15 mm 
d = 80 mm 
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♦ les liaisons en A et B sont des encastrements parfaits. 

♦ la charge admissible selon le constructeur est comprise entre 7 et 150 daN. 

♦ les jauges de deformation sont situee a : a = 20 mm et b = 75 mm. 

Travail demande : 

On demande de travailler de maniere litterale jusqu'a la question 7). 

1) Etudier l'equilibre du plateau (3). 

En deduire les actions dans l'encastrement en B. 

2) Etudier l'equilibre de l'ensemble (2+3). 

En deduire les actions dans l'encastrement en A. 

3) Determiner le torseur de cohesion dans la poutre (2). 

4) Etablir une relation donnant l'allongement unitaire 8x ,sur la face superieure a une distance x, 
en fonction de la charge P. 

5) Exprimer les allongements unitaires 8xc et Sxd. 

En deduire une expression de la charge P independante de d. 

6) Determiner l'expression de la fleche en B. 

Donner les valeurs de d pour lesquelles elle est positive, negative ou nulle. 

7) On mesure les allongements suivants : figure. 162 

Sxc = -6,4. 10" 4 et Sxd = -5,33. 10" 5 

Calculer la charge P. 

Tracer les diagrammes correspondants. 

Calculer la valeur de la fleche en B. 

Calculer l'inclinaison du plateau en degre. 
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EXERCICES DE FLEXION 
Exercice n° 1 : 

La figure 163 ci-dessous donne la modelisation d'une poutre (1) reposant sur (2) par 
l'intermediaire de deux appuis (liaison lineaire rectiligne). Le plan (A,x,y) est un plan de symetrie pour 
la poutre et pour les charges. 

La poutre a une section rectangulaire de largeur b = 15 mm et de hauteur h = 75 mm. 




Elle est en acier E28 pour lequel G em mi = 225 MPa. 

On exerce en B une force concentree modelisable par un glisseur B = 500 N. 

On exerce en C une force concentree modelisable par un glisseur C = 800 N. 

1.1 ) Exprimer les torseurs des actions mecaniques aux appuis. 

1.2 ) Determiner le torseur de cohesion le long de la poutre. 

Tracer les diagrammes correspondants. 

1.3 ) En deduire la valeur du moment de flexion maximal et la position de la section 

correspondante. 

1.4 ) Determiner la contrainte normale maximale. 

En deduire le coefficient de securite dont on dispose. 
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Exercice n° 2 : 



La figure 164 ci-apres donne la modelisation d'une poutre (1) reposant sur (2) par l'intermediaire 
de deux appuis (liaison lineaire rectiligne). Le plan (A,x,y) est un plan de symetrie pour la poutre et pour 
les charges. 

La poutre a une section rectangulaire de largeur b = 30 mm et de hauteur h = 60 mm. 
Elle est en acier E36 pour lequel a em ini = 325 MPa. 




On exerce en B une force concentree modelisable par un glisseur B = 1200 N. 

On exerce entre A et B une force repartie de densite de force dL = 800 N/m. 

2.1 ) Exprimer les torseurs des actions mecaniques aux appuis. 

2.2 ) Determiner le torseur de cohesion le long de la poutre. 

Tracer les diagrammes correspondants. 

2.3 ) En deduire la valeur du moment de flexion maximal et la position de la section 

correspondante. 

2.4 ) Determiner la contrainte normale maximale. 

En deduire le coefficient de securite dont on dispose. 
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Exercice n° 3 : 



La figure suivante donne la modelisation d'une poutre (1) encastree a (2) en B. 

Le plan (A,x,y) est un plan de symetrie pour la poutre et pour les charges. 

La poutre de longueur AB = 1,5 m a une section rectangulaire de largeur b et de hauteur h = 2.b 

. Elle est en acier E36 pour lequel CT em ini = 325 MPa et E = 2.10 5 MPa. Figure. 165 




X(m)= 0.00 1.50 



Figure. 165 

On exerce entre A et B une force repartie de densite de force dF = 800 N/m. 

On impose dans la section en B un coefficient de concentration de contrainte de 1,8 et un 
coefficient de securite de 3. 

3.1) Determiner le torseur de cohesion le long de la poutre. 

Tracer les diagrammes correspondants. 

3.2 ) En deduire la valeur du moment de flexion maximal et la position de la section 

correspondante. 

3.3 ) Determiner les dimensions minimales b et h de la section B. 

3.5 ) Etablir l'equation de la deformee le long de la poutre y(x). 

3.6 ) Determiner la fleche maximale. Ou a-t-elle lieu ? 

3.7 ) On veut limiter cette fleche a 3 mm. 

Determiner les dimensions minimales b et h de la section B. 
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20. ESSAIS MECANIOUE 



Effectues en laboratoire ou sur le terrain, ils apportent des renseignements precis et fiables sur les 
performances d'un materiau. II en existe un grand nombre qui sont reglementes par des normes intemationales 
pour la plupart. 

20.1. Principaux essais : 

Essais mecaniques (traction, durete, resilience, fatigue, fluage. . .). 

Essais pour la productique (emboutissage, pliage, usinabilite...). 

Essais sur les surfaces (abrasion, rayures, rugosite, adherence. . .). 

Essais sur les fluides (viscosite, ecoulements. , ,). 

20.2. ESSAI DE TRACTION 

Essai le plus classique, il consiste a exercer sur une eprouvette normalisee (piece de dimensions normalisees 
fabriquee dans le materiau a tester), cylindrique ou parallelepipedique (plate), deux actions mecaniques et 
opposees qui vont la deformer progressivement puis la rompre. 

Ces deux sollicitations simples sont distinctes et un certain nombre de materiaux ont un comportement 
different en extension et en compression (par exemple, la fonte grise Ft20 a pour contrainte limite 
elastique en extension 20 MPa et pour contrainte limite elastique en compression 150 MPa). Cependant 
dans les deux cas nous arriverons aux memes relations de contraintes et de deformations. 

Dans un grand nombre d' applications l’une de ces sollicitations sur une piece entraine I'autre 
sollicitation sur la piece qui assure la liaison (immobilisation de deux pieces par vis, boulons ou 
goujons). 

Dans le repere (G, X, y, z) lie a la section, extension et compression se differencieront par le signe de 
I'effort normal N > 0 extension, N < 0 compression. 

Definitions : 

Une poutre est sollicitee a l'extension simple lorsqu'elle est soumise a deux forces directement opposees qui 
tendent a l'allonger et appliquees au centre de la surface des sections extremes. 

Dans le repere R = (G, x, y, z) de definition des sollicitations : 



kJ = {E 2 ^E^ r 

G 



f — ► > 




AOO 


o' 


R 

< . 




0 


0> 


>= < 


M n 








V G J 


G 


0 

V 


0 



( G,x,y,z ) 
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Une poutre "courte" est sollicitee a la compression simple lorsqu'elle est soumise a deux forces directement 
opposees qui tendent a la raccourcir et appliquees au centre de la surface des sections extremes. 



Dans le repere 



R=(G,x,y,z) 



de definition des solicitations : 





r ^ 




N(0 


o' 


fcJ=te->A)= ■ 


R 

M r 


>= < 
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0> 
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0 

V 


0 



Contraintes : 

Dans les deux solicitations, extension et compression, elles s'expriment de la meme fagon : 
( dans le cas d’une repartition uniforme des contraintes) 



Avec : 

a = contrainte normale en Mpa 
N = effort normal en N 
S = aire d la section droite en mm 2 

Extension : N>0, a>0 



N 

a - — 

5 



Compression : N<0, a<0 

Conditions de resistance ; 



Pour des raisons de securite, la contrainte normale cr doit rester inferieure a une valeur 



limite appelee contrainte pratique a l’extension ou a la compression. 




cr pe ou CT pc est obtenu en divisant la limite elastique Re par un coefficient de securite 5 : 





<7 < <J 




^ ^ cr pe 


En extension : 


pe 


ou 


S 



Avec <7 pe =contrainte pratique a l'extension 





CT < <J lir 




cr pc 


En compression : 


pc 


ou 


S 



avec ^ pc =contrainte pratique a la compression 

Majorer la valeur de la contrainte theorique CT par le coefficient de concentration de contrainte k 
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Loi de Hooke fig. 166 

En deformation elastique, la contrainte normale cr est proportionnelle a l’allongement relatif 
loi de Hooke : 





O = contrainte normale en Mpa 
E = module de Young en Mpa 

^ = allongement relatif sans unites 



Deformations figure. 167 







cr = contrainte normale en Mpa 
E = module de Young en Mpa 
8 = allongement relatif sans unites 
A L = allongement en mm 
Lo = longueur initiale 
N = effort normal en N 
S = aire de la section droite en mm 2 

Dans les deux sollicitations, extension et compression, elles s'expriment de la meme fagon : 




Une poutre tendue, de longueur l, de section S, construite dans un materiau de module de Young E et 
sollicitee dans une section droite quelconque par un effort normal N > 0 connu, s'allonge de A l . 

Contraction laterale - Coefficient de Poisson o 
Le coefficient de Poisson caracterise le rapport entre 

1’ allongement relatif de la poutre e t ] a contraction 



laterale 



Sd 



Sd _ deformation laterale 
sl deformation axiale 
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-Coefficient de concentration de contraintes 

Quand la poutre presente de brusques variations de section (filetage, rainures, epaulement...), la 
repartition des contraintes n’est plus uniforme et la contrainte reelle est plus grande que a . II y a 
concentration de contrainte au voisinage du changement de section. On prend alors : 



( 7 reelle — k.CJ 



k = coefficient de concentration de contrainte 



Exemple 1 : 

Un tirant de 2 m de long supporte dans une section droite un effort normal d’extension de N = 5000 N. II 
est en acier pour lequel : cr pe = 100 Mpa, E = 20000 Mpa. 

Determiner son diametre minimal et son allongement 



Diametre : 



— < a d' ou S > — > S > 5 > 50mm 2 done d > 8 mm 

S ' g „„ too 



pe 



Allongement : 



a /— M = 5000 x2000 = 1 
E.S 50x20000 



Cas d’une enveloppe cylindrique mince 

Soit un reservoir cylindrique (E) de diametre interieur d, de longueur / et d’epaisseur e avec p la 

pression effective a 1’ interieur du reservoir. Figure. 168 

Le repere(C,.f,v,z) est le repere des sollicitations S est l’aire 

de la section fictive par le plan (y,2) done S = 2el 

Compte tenu de la pression interieure, le reservoir regoit une 

sollicitation d’extension telle que : 

N = p .l.d s=2.e.l (7 =4 



cx = P 


.d 


2 


. e 



p en Mpa, d, e, l en mm 
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Cas d’une enveloppe spherique mince 

Soit un reservoir spherique (E) de diametre interieur d et d’epaisseur e avec p la pression effective a 
l’interieur du reservoir. 



Le repere \ ^ > % > 3^ > ) est le repere des solicitations 

S est l’aire de la section fictive par le plan (y,z) done S ~ 7T.d.e 

Compte tenu de la pression interieure, le reservoir re§oit une sollicitation d’extension telle que : 

A j= P '1u¥l S^n.d.e (J= ^~ 

p en Mpa, d, e en mm 

Exemple 1 

Une presse hydraulique est alimentee en huile par un tube en acier de diametre 10 mm sous une pression 
de 10 Mpa. 

La contrainte pratique en extension du tube : ^ pe =60 MPa 

La pression atmospherique est d’environ : pO = 0. 1 Mpa 
Calculer l’epaisseur minimale du tube 
La condition de resistance se traduit par 



cr 



_ p.d 
4 .e 



201 







pe 



avec 



10-0,1 = 9,9 MPa 



p . d 

T77 



< (7 



Done 



>9^9x10 

2x60 



0,83mm 



On optera pour une tube d’epaisseur 1 mm 



Exemple 2 

Un reservoir spherique en tole d’acier a un diametre de 2 m. II contient un gaz liquefie sous une pression 
de 0.5 Mpa. L’acier utilise a une contrainte limite elastique Re = 300 MPa et on adopte un coefficient 
de securite s -10. La pression atmospherique est d’ environ : pO = 0.1 Mpa 

Calculer l’epaisseur minimale de la tole 
La condition de resistance se traduit par 



Done 



p .d 

4 . e 



< <T 



pe 



avec 



. 0,4 x 2000 A -7 

e > — « 6.7 

4x30 



mm 



15-0,1 = 0,4 MPa 
1000 mm 

-_Pl=3M = 30 MPa 
s 10 

On optera pour une tole d’epaisseur 7 mm 



Com bes de contraintes et deformation figure.169, 170 et 171 

Pour un grand nombre de materiaux, comme les alliages, les courbes obtenues presentent une zone, appelee 
domaine elastique ou le graphe est une droite (segment OA). Pour tous les points de cette droite, la 
deformation (ou l'allongement) est proportionnelle a la contrainte et le materiau est elastique. 
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Figure. 171 



Module d'elasticite longitudinale E (N/rnm 2 ) ou Mpa 

II caracterise la pente de la droite de proportionnalite precedente et l'elasticite du materiau teste. Plus E est 
grand, plus le materiau est rigide et inversement. 

Exemples : acier => E = 200 000 MPa et elastomere =4> E = 1 MPa. 

Loi de Hooke CT = E • 8 

Cette loi, ou equation de la droite OA, traduit la proportionnalite : a en MPa, E en MPa et s sans unite). 

Limite elastique Re (Mpa) 

Elle marque la fin du domaine elastique (au point A). Pour les valeurs superieures le materiau ne se deforme 
plus elastiquement mais plastiquement (l'eprouvette ne retrouve plus ses dimensions initiales apres 
"dechargement", il subsiste un allongement permanent). 
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Limite conventionnelle d' elasticity Re 0,2 MPa 

On utilise cette determination pour les courbes de traction ou le palier de fin de limite elastique n'apparait 
pas nettement. Pour la mesure de Re on tolere une legere deformation permanente de 0,2% (A% = 0,2). 

Limite maximale Rm ( Mpa) 

C'est la contrainte maximale que peut supporter le materiau avant d'atteindre la zone de striction. Utilise 
dans le calcul des organes de securite. Souvent appelee resistance a la rupture. 

Phenomene d'ecrouissage 

Surtout employe en compression, il permet d'augmenter la limite elastique Re sans modifier la resistance 
a la rupture Rr. Dans un premier temps le materiau est deforme plastiquement avant point de striction, 
chemin OB. Au relachement le "dechargement" se fait suivant la droite BO' parallele a OA. Apres remise 
en charge, la nouvelle courbe caracteristique du materiau est devenu O'BC avec Reb comme nouvelle 
limite elastique . figure .172 




Courbes de traction de divers materiaux 

Figure. 172 
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Caracteristiques de quelques materiaux 



Aciers d’usage general 



Nuances 


Rr (MPa) 


Re (MPa) 


E (MPa) 


S 185 (A33) 


290 


185 


190000 


S 235 (E24) 


340 


235 


190000 


S 275 (E28) 


410 


275 


190000 


S 355 (E36) 


490 


355 


190000 



Aciers de construction mecanique 



Nuances 


Rr (MPa) 


Re (MPa) 


E (MPa) 


E 295 (A50) 


470 


295 


200000 


E 335 (A60) 


570 


335 


200000 


E 360 (A70) 


670 


360 


200000 



Aciers pour traitements thermiques 



Nuances 


Rr (MPa) 


Re (MPa) 


E (MPa) 


C 22 (XC 18) 


410 a 980 


255 a 600 


210000 


C 25 (XC 25) 


460 a 690 


285 a 370 


210000 


C 35 (XC 38) 


570 a 830 


335 a 490 


210000 


C 40 (XC 42) 


620 a 880 


355 a 520 


210000 


C 45 (XC 48) 


660 a 930 


375 a 580 


210000 


C 50 (XC 50) 


700 a 980 


395 a 600 


210000 



Aciers faiblement allies 



Nuances 


Rr (MPa) 


Re (MPa) 


E (MPa) 


48 Cr 2 (38 C 2) 


600 a 900 


350 a 550 


210000 


100 Cr 6 (100 C6) 


850 a 1250 


550 a 850 


210000 


13 Ni Cr 14 (14 NC 11) 


800 a 1450 


650 a 900 


210000 


20 Ni Cr Mo 7(18 NCD 6) 


800 a 1500 


700 a 900 


210000 


36 Ni Cr Mo 16(35 NCD 16) 


1000 a 1750 


800 a 1250 


210000 


34 Cr Mo 4 (35 CD 4) 


700 a 1200 


500 a 850 


210000 
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Aciers fortement allies 



Nuances 


Rr (MPa) 


Re (MPa) 


E (MPa) 


X 2 Cr Ni 19.11 (Z3 CN 19-11) 


440 a 640 


185 




X 6 Cr Ti 18.10 (Z6 CNT 18-10) 


490 a 690 
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Fontes 



Nuances 


Rr (MPa) 


Re (MPa) 


E (MPa) 


EN GJL 200 (FGL 200) 


200 


130 


100000 


EN GJL 400 (FGL 400) 


400 


260 


140000 


EN GJS 500-7 (FGS 500-7) 


500 


320 


168000 


EN GJS 900-2 (FGS 900-2) 


900 


600 


170000 


EN GJMW 250-10 (MB 400-10) 


400 


220 


170000 


EN GJMB 350-10 (MN 350-10) 


350 


230 


170000 


EN GJMB 650-3 (MN 650-3) 


650 


430 


170000 



Nota : La nuance entre parentheses correspond a l'ancienne norme de designation des materiau 

20.3. ESSAI DE RESILIENCE 

La resilience, de symbole general K, caracterise la capacite d'un materiau a absorber les chocs sans se 
rompre. Ce risque est amplifie aux basses temperatures. Elle est mesuree sur des machines du type Charpy 
(eprouvette sur deux appuis) ou Izod (eprouvette encastree). figures. 173, 174 et 175 

L'essai, qui est un essai comparatif entre materiaux, mesure l'energie qu'il faut fournir a un pendule pesant 
pour briser une eprouvette entaillee du materiau a tester. 

L'energie absorbee par l'eprouvette (W) est egale a la difference des energies potentielles du pendule entre 
le debut (Wo = P.h 0 ) et l'arrivee( Wi = P-hi)W = P.h 0 - P-hi = P (ho - hi) 

La resilience est egale au rapport de W sur l'aire de la section au droit de l'entaille. 
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20.4.ESSAI DE DURETE 



La durete, de symbole general H, caracterise la capacite d'un materiau a resister au marquage (empreintes, 
rayures. . .), a l'usure et a l'erosion. Figure. 175 

Elle peut etre evaluee en mesurant une empreinte laissee en surface par un poin§on agissant sous faction 
d'une force connue (essais Brinell, Vickers et Rockwell) mais aussi par une hauteur de rebondissement d'un 
objet tres dur sur la surface a tester (essai Shore pour elastomeres et plastiques). 




Durete Brinell (symbole HB) 

Elle est obtenue par calcul. Apres essai, on mesure l'empreinte laissee par une bille polie (diametre : 
1-2,5-5-10 mm) et la valeur de la charge F appliquee pour obtenir cette empreinte (essai usuel : F = 3 000 
daN, d = 10 mm, pendant 15 a 60 secondes). Utilisation : tous metaux. Figure. 176 



HB= 



F 



( 



10 d 5-^25-^ 2 



A 

) 
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Figure. 176 



Durete Vickers (symbole HV) 

Elle est obtenue par calcul ; le principe est identique au precedent mais avec une pyramide droite en 
diamant a base carree dont l'angle au sommet est de 136°. Utilisation : tous metaux. 

0.189 xF 

HV = ^ 2 tel que d=dl+d2 

Variante : essai Knoop (microdurete, empreinte en forme de losange, materiaux durs pour petites pieces et 
pieces a sections fines). 

Durete Rockwell (symbole HR) 

C'est l'essai de durete le plus connu mondialement. Dans ce cas, la durete, contrairement a Brinell et 
Vickers, est obtenue par lecture directe d'une longueur d'enfoncement d'un penetrateur bille acier ou cone 
diamant. 

Une precharge (Fo) permet de faire une empreinte initiate et, par-la, d'eliminer les incertitudes propres aux 
defauts de la surface. 
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ESSAI DE FLUAGE 



Definition 

Le fluage est la deformation continue des objets, avec le temps, sous faction d'efforts appliques constants. 

Essai 

C'est un essai de traction, a chaud ou non, souvent de tres longue duree (milliers d'heures).La rupture par 
fluage se produit, apres un temps long, sous des charges constantes bien inferieures a limites usuelles du 
materiau (Rr ou Re).Ce phenomene est observe dans les systemes travaillant pendant de longues durees 
(10, 20 ans...) ou dans les machines travaillant a temperatures elevees, comme les chaudieres, les moteurs 
d'avion ou les aubes de turbine. 

La chaleur accentue fortement le phenomene. Certains materiaux (matieres plastiques...) sont sensibles au 
fluage a temperature ambiante. 

ESSAI DE FATIGUE OU D’ENDURANCE 
Phenomene de fatigue 

II est de premiere importance sur les structures d'avions et dans de nombreux autres domaines (roulements, 
engrenages, arbres de transmission...). Une roue de voiture mal equilibree est un exemple de systeme 
soumis a un phenomene de fatigue, un effet de resonance peut l'amplifier. 

La rupture peut se produire, apres un certain nombre de cycles ou allers et retours, sous des efforts bien 
inferieurs aux limites usuelles du materiau (Rr et Re). 

Essai de fatigue 

C'est un essai statistique dans la mesure ou des eprouvettes identiques, sous les memes conditions d'essai, 
donnent des resultats differents. II y a une repartition statistique des resultats autour d'une valeur moyenne 
ou mediane. Cette valeur moyenne, une fois determinee est choisie comme representative de la capacite du 
materiau (analogic avec la duree de vie des roulements). II y a trois types d'essais de fatigue : traction 
compression, torsion alternee et flexion alternee (le plus classique) et flexion pure alternee Mf. 

Courbes d'endurance figure. 177 
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Les fissures de fatigue demarrent a partir des imperfections en surface soit : 

Rayures, empreintes, stries d'usinage, arete de filetage, heterogeneite due au traitement thermique, defauts 
du reseau cristallin...Apres amorce, la fissure s'agrandit sous faction des efforts alternes qui ecartent et 
rapprochent continuellement les parties fissurees ; il y a un phenomene de concentration de contraintes en 
ces points. La rupture definitive se produit brutalement lorsque les dimensions de la partie non encore 
fissuree ne sont plus suffisantes pour supporter les charges exercees. Figure. 179 




Projetes sur la surface a etudier comme un aerosol, ils sont utilises pour localiser visuellement les zones les 
plus chargees et indiquer les directions principales des deformations. 

Ils permettent de choisir les emplacements de collage des jauges de contraintes et leur orientation ; 
l'orientation des craquelures est toujours perpendiculaire a la direction de la deformation en traction la plus 
importante. Figure. 180 
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METHODES PHOTOELASTIQUES 

Plus precises que les vemis craquelant, ces methodes permettent des etudes plus detaillees sur les zones les plus 
chargees, les directions principales des deformations par exemple. Les resultats sont particulierement interessants 
pres des formes amenant des concentrations de contraintes (trous, encoches, epaulements...). 

Une matiere plastique transparente est utilisee pour modeliser l'objet reel. Un systeme optique special (polariscope), 
permet d'observer des motifs colores, interpreter et visualiser les zones de contraintes. II est ainsi possible, par 
dessins et essais successifs, d'ameliorer la definition des objets. Fi§gure.l81 

Les pieces soumises a des vibrations ou des charges dynamiques peuvent etre etudiees avec un systeme 
stroboscopique. 

L'etude dans les trois dimensions est envisageable par tranches decoupees dans des modeles 3D "figes". 
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EXTENSQMETRIE ELECTRIQUE 
Principe 

Elle est basee sur l'emploi des jauges de contraintes. C'est la methode experimentale la plus usuelle pour 
verifier les resultats theoriques (calculs de contraintes, de deformations...). 

Les jauges sont collees sur la surface a etudier et mesurent les deformations en un point donne. La 
deformation subie est transformee en variation de resistance electrique mesuree par un pont 
d'extensometrie, c'est le principe du pont de Wheatstone. Les contraintes sont ensuite obtenues par calcul a 
partir des lois de la resistance des materiaux ou elasticite. Ligure.182 
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inHiLUiiiiiiin 






jauges simples 12 3; rosette a 2 jauges 4 ; 
rosette a 3 jauges 5 6 7 ; pour torsion et 
cisaiJIement 8 ; capteurs de pression 9 



Figure. 182 



Essai 

Sous l'effet d'un allongement la section du brin (fil) de la jauge diminue, il en resulte une variation de la 
resistance electrique du fil. En mesure, Rl, est une jauge active collee sur la structure et R2, une jauge 
identique collee sur une piece de meme matiere. R2, ne subit aucune contrainte et est a la meme 
temperature que Rl. figure. 183 

Dans certains capteurs (forces, pressions, couples, deplacements...) on utilise generalement quatre jauges 
judicieusement disposees. 

Une jauge peut servir tres longtemps, cependant il n'est pas possible de la decoder sans la detruire. 

Elies sont souvent fabriquees de la meme maniere que les circuits imprimes et sont disponibles dans 
plusieurs formes et dans de nombreuses dimensions (0,1 mm a 10 cm et plus). 
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21 .TP ELEMENTS FINIS FLEXION 

Position de l’etude 

: nous allons reprendre I’etude vue en cours de Rdm (flexion) par I’utilisation d’un logiciel 
d’elements finis interface avec Solid Works (Cosmosworks). L’objectif du TP est : 

• de decouvrir le logiciel, 

• de devenir capable de regler certains parametres, 

• de devenir capable d’exploiter les resultats qu’il fournit. 



217 




Rappel du systeme etudie : figure. 1 84 





Preparation du calcul elements finis : 

• Lancer SolidWorks. 

• Ajouter le complement Cosmosworks, par Outils/Complements/Cosmosworks. 

• Ouvrir le fichier Section jrectangle.sldprt . 
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Ouverture d’une etude elements finis : 



• Debuter une nouvelle etude en cliquant sur l’icone correspondante. L’onglet CosmosWorks apparait. 



X 

I Etude 

[ Definite 



modifie ou efface les etudes 



] 



• Donner un nom a l’etude, et specifier que 1’ analyse sera statique avec 
maillage volumique. 




% ft SB L 

% section.rectangle | COSMOSWorks 
Jl; Parametres 

& rectangle (-Defaut-) 

(- N^Solides 

l \J) section_rectangle 
u Actions exterieures 
SI Scenario 
^ Maillage 
| Gal Rapport 



Reglages des conditions aux limites : 






Definir les deplacements imposes (ici aux deux faces extremites de la poutre) ~ 



[Deplacements imposes 



<o*jv 

Type 



Utiliser une geometrie de r v | 




0 Montrer I'apergu 




Parametres des symboles ▼ 



Selectionner une face extremite de la poutre. 

Choisir le type de deplacement : utiliser une geometrie de reference). 
Empecher les translations suivant y et z. 

Renouveler 1’ operation pour 1’ autre extremite. 




• Declarer les efforts exterieurs 
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<0*jV 



Type 

/yv Force (et moment 
' pour les coques) 
O Force normale 
O Moment de torsion 

15 






Unites 



PI » 





| Arete < 1 > 

Face< 1 > 

0 Montrer I'apercu 



• Regler le material! 



Selectionner 1’ arete qui supporte l’effort (ligne de separation) 
Declarer la direction de l’effort (par le plan perpendiculaire a l’effort) 
Donner son intensite 

Renouveler T operation pour le second effort 




Resultat : 




section_rectangle 
*!| Parametres 

- rectangle (-Defaut-) 

^ ^Solides 

e H Actions exterieures 
Deplacement irr 
5 ^ Deplacement irr 
4 Force- 1 
i Force-2 
IS Scenario 
Maillage 
lb] Rapport 




a partir de fichiers de bibliotheque/ steel / alloy steel 



m 

LANCEMENT DU CALCUL ^ 

Cliquer sur l’icone correspondante, l’aboutissement du calcul sera signale par une fenetre. 

Exploitation des result ats : 

Cosmosworks fournit des resultats concemant : 

0 Les contraintes 
0 Les deplacements 
0 Les deformations 
0 La deformee 
0 Le controle de conception 
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Etude des contraintes : Le logiciel foumit un trace de chaque grandeur physique (bouton de droite montrer) 



% r?MJg| 

% section_rectangle 
Parametres 

£ rectangle (-Defaut-) 

E ^Solides 

^ section_rectangle (-Ac 
E U Actions exterieures 

rrf Deplacement impose 1 
Deplacement impose2 
i Force- 1 
i Force-2 
H Scenario 
^ Maillage 
jfa] Rapport 
[- | Eb| Contraintes 

El (Cbl Deplacements 
& Trace 1 
B lb] Deformations 
Cb Trace 1 
[- fb| Deformee 
& Trace 1 

E IbJ Controle de conception 
£b Tracel 



Nom du modele: section_rectangle 

Nom de I'etude: rectangle 

Type de trace: Statique contrainte nodale Tracel 

Echelle de deformation: 13.9224 




Par defaut il superpose deformee et contrainte, il est possible de n’afficher que les contraintes, et de regler le 



type de contrainte a visualiser : 



Cacher 



£i | Ej| Contraintes 

a (Gal Deplace 

ft)Tra.|_ 

& .Cal Deform. Animer... 

b Trai Modifier Section. 



Trace des contraintes 






Trace 




^ SX: Contrainte norma v 

p| | N/mm' N 2 (MPa) 

ft | Contour |"v) 

0 Valeurs aux noeuds 

O Valeurs dans les elements 
/ 

0 Deformee 

O Automatique: 

[In 

0Definie: 

Eld o 



Propriety 
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II est possible de creer plusieurs traces de contraintes (permettant de visualiser les resultats differents) : 



r JbjSEEjK 

I^Trac m 

CfeTrac 

Ei |Cbl Deplacer 



Definir... 



Liste. . . 



Force de contact/frottement. . . 



Et il est possible pour un trace donne, de visualiser les contraintes definies dans UNE section : 



Contraintes 






Qal Deplace 


Cacher 


IJ^Tra 


Editer... 


[b| Deform 


Animer... 


&Tra| 


Modifier Section. . . 


n 1 PiqF riKm 


MorlifioK Trn 







1 r ? ft::® 



<o*> v 

Section 1 



Hi 



ed 


Plan! 






0mm 


is 


ti 


O.OOdeg 


Jlvl 




O.OOdeg 


|(V) 



□ Section 2 



Options 

0 Montrer le plan de coupe 

[— | Trace sur section 
— seulement 



nodale Trace3 



Pour faciliter 1’ observation : se mettre normale a la section, cacher les deplacements imposes et les efforts. 
Contraintes/ trace 1/ bouton droit/ montrer. 



Apparence de la contrainte : Les nappes de contraintes peuvent etre tracees de differentes fa§ons : 



mcrainces 

!f Cacher 

^ Editer. . . 

Animer. , , 

b Modifier Section.,, 

if Modifier Iso... 

5 Options de graphique. . . 



Parametres... 



Avne 



1 



M 



ies 




srete 




itinue 




Vous realiserez P etude pour les trois fichiers SW : section_circulaire, section_rectangle, et section_enT 



En visualisant la contrainte normale en MPa dans la section de l’effort de 700 N. Appeler le professeur. 

Puis utiliser les copies d’ecran page 5 pour tracer pour chaque nature de section, la repartition des contraintes 
en fonction de y. Utiliser la meme echelle de contrainte SVP. 
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Comparer les deux modeles elements finis et RdM sur cet exemple : 



Evaluation de la flecheEn observant ce que Cosmosworks fournit parmi les resultats de deformations, 
deplacements, deformee, determiner la fleche de la poutre pour chaque section (chercher le deplacement maxi 
en y). 



che de la poutre 


Section circulaire 


Section rectangulaire 


Section en T 









Controle de conception 

Visualiser les resultats relatifs au controle de conception. Donner une explication sur le type d’ indication 
fournie : 



Repartition des contraintes dans la section 
poutre a section circulaire : 
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SX (N/mm A 2 (MPa)) 





9.467e+001 
I 7.883e+001 
I 6.300e+001 
,.4.716e+001 
^.3.133e+001 
I 1 549e+001 
I. -3.444e-001 
. -1 .61 8e+001 
. -3.201 e+001 
. -4.785e+001 
. -6.369e+001 
J. -7.952e+001 
I -9.536e+001 







poutre a section rectangulaire : 




SX (NAnm A 2 (MPa)) 
6.594e+001 
Is 489e+001 
1. 4.383e+001 
^.3.2776+001 
.2.1716+001 
. 1 065e+001 
I. -4.061 e-001 
.-1.1466+001 
. -2.252e+001 
. -3.358e+001 
-4.464e+001 
I -5.570e+001 
I -6.676e+001 
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poutre a section en T : 




SX (NAnm A 2 (MPa)) 

| 4.624e+001 
4.067e+001 
3.51 0e+001 
. 2.953e+001 
- 2.395e+001 
. 1 ,838e+001 
H 1. 1 .281 e+001 
. 7.235e+000 
. 1 .662e+000 
. -3.911e+000 
-9.484e+000 
H - 1 ,506e+001 





A3 7 



G 






Position du probleme 



Soit une poutre subissant un moment de torsion M t = 5000 N.m 
On considerera trois geometries de section possibles, mais ayant la meme aire. 
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Travail demande 

Pour chaque type de section : 



• Calculer le moment quadratique Io s’il n’est pas donne, 



Section circulaire 


Section rectangulaire 


Section en T 






l 0 = 2033333 mm 4 


• Calculer la valeur de cette contrainte tangentielle en fonction de p. 


Section circulaire 


Section rectangulaire 


Section en T 



• Calculer la contrainte maximale et indiquer au stylo rouge, le ou les lieux de cette 

contrainte 




Dans le tableau page 2, pour chaque section : 

• Determiner le rayon maximal. 

• Dessiner la nappe de contrainte tangentielle, en creant 6 niveaux de contraintes d’egale largeur (1/6 de 
xmax). 

• Tracer le vecteur contrainte tangentielle pour les points indiques par une croix (mesure p sur le dessin). Pour 
cela on considerera que la poutre est toujours soumise a un moment de torsion de sens horaire. 
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Pmax — 
^max = 



echelle de repartition des contraintes 
tangentielles 



/ + 



X 



+ 



/ 

4 



, + 



/ 



echelle 1 :1 



bleu 

vertfonce 
vert clair 
jaune 
orange 
rouge 




Pmax — 
^max = 



echelle de repartition des 
tangentielles 



contraintes 




echelle 1 :1 



bleu 

vertfonce 
vert clair 
jaune 



orange 

rouge 



Pmax — 



T 



max — 



echelle de repartition des contraintes 
tangentielles 
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bleu 

vertfonce 
vert clair 
jaune 
orange 
rouge 




echelle 



Application aux treillis 



Definition 
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Un treillis figure. 186 ou un systeme de barres reticulees est un assemblage de poutres droites (ou barres) liees 
entre ellesou avec un bati par des articulations parfaites. De plus : 

Les charges concentrees sont appliquees uniquement aux nceuds (lieux de rencontres des barres entre elles ou 
avec le bati). II n'y a pas de charges reparties sur les barres (elles sont de ce fait supposees non pesantes). 

Sous ces hypotheses, il est facile de conclure qu'a l'equilibre, chaque barre d'un treillis est soumise a une traction 
ou a une compression uniforme. En effet, isolons une barre quelconque d'un treillis ; ses extremites notees A et B 
sont soumises aux forces exterieures R y \ et Rp : figure. 187 




L'equilibre de la barre conduit aux equations : 

R a +R b =o 

AB a R B = 0 

Les actions sur la barre sont alors colineaires a celle-ci, egales en module et de sens opposes. 

Calcul d'un treillis : 

Le but de ce paragraphe est de donner les equations permettant de resoudre (determination des reactions d'appuis, 
des tensions dans toutes les barres et des deplacements des nceuds) n'importe quel treillis isostatique ou 
hyperstatique. Ligure.188 
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Notations : 

Aj le nceud de jonction des barres Bj, B^, B m , ... 

u im le vecteur unitaire issu de A/ dans la direction de la barre B m . 

F; la force exterieure agissant sur le nceud Aj 

N m = N m Uim faction de la barre B m sur le nceud A/ (a l'equilibre). 

le deplacement (a l'equilibre) du nceud A/, 
avec ces definitions, si N m est positif, la barre B m est en traction. 



Equations d'equilibre du treillis : 

L'equilibre de chaque barre a ete ecrit, il permet d'affirmer que faction de la barre sur un nceud est une force 
colineaire a la barre. Les equations d'equilibre se reduisent done a celles des nceuds. Celles-ci s'ecrivent : 

f+ Zn,;,=c 

barres (Aj ) 

ou la sommation se fait sur toutes les barres aboutissant au nceud Aj. Chaque nceud fournit une equation vectorielle 
(trois equations scalaires dans l'espace, deux equations scalaires dans le plan) 

Equations d'allongement des barres : 
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Une barre de section S, de module d' Young E et de longueur /, soumise a un effort normal constant N subit un 
allongement NI/ES. Ainsi, on peut ecrire, pour chaque barre d'un treillis, I equation scalaire suivante : 

VB m ^+^-+^ = 0 

^ m ^ m 

Chaque barre foumit une equation scalaire. 

Remarques 

1. Les inconnues sont les efforts normaux dans les barres, les reactions d'appuis (actions de liaison) et les 
composantes des deplacements des nceuds. Si le probleme est bien pose, le nombre d'equations sera egal au 
nombre d'inconnues. 

2. Pour un treillis isostatique, il est possible de determiner tous les efforts par les seules equations d'equilibre. Puis, 
si on le souhaite, et de maniere separee, utiliser ce resultat pour calculer, en seconde etape, les deplacements a 
l'aide des equations de 1'allongement. 

3. Pour un systeme hyperstatique, on ne peut determiner les efforts par les seules equations d'equilibre. Les equations d'allongement 
(qui font intervenir le comportement du materiau) sont necessaires pour effectuer la resolution qui se fera d'un bloc, meme si on ne 
souhaite pas calculer les deplacements des nceuds. 

EX.l Piece support d'ATR 42 
L'ayion ATR 42 figure.189 

L'avion ATR 42 peut transporter de 42 a 50 passagers avec un rayon d'action de 1700 km. Motorise par deux 
turbopropulseurs "PRATT et WHITNEY", chacun equipe d'une helice "HAMILTON" quadripale de diametre 
3,96 m. Cet avion de longueur 22,67 m, d'envergure 24,57 m, de hauteur hors tout 7,59 m, de masse 
maximale au decollage de 16700 kg a une capacite de carburant de 4500 kg. 
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Conditionnement d'air 

Dans l'ATR 42, pour le confort des passagers et du personnel navigant, deux groupes de climatisation 
maintiennent dans tout le fuselage un air a pression et temperature regulees ; chacun des deux groupes de 
climatisation est alimente en air chaud, sous pression, preleve du compresseur axial de l'un des deux 
turbopropulseurs correspondant. 

A faible regime, c'est a dire 1' avion au sol ou en descente : 

la veine d'air preponderate en debit, preleve l'air "haute pression" du dernier etage du compresseur axial et 
l'amene dans une electrovanne de regulation. 

A regime de croisiere ou de montee : 
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la veine d'air preponderante en debit, preleve l'air "basse pression" d'un etage intermediate du compresseur 
axial. 

Dans tous les cas : 

ces deux veines de "haute pression regulee" et de "haute pression" se raccordent sur une tuyauterie commune 
situee dans le longeron de voilure et la paroi interieure du bord d'attaque de l'aile et allant du turbopropulseur 
au fuselage. Cette tuyauterie commune rejoint le groupe de climatisation place dans la bossette de l'atterisseur 
principal. Cet air passe ensuite dans les echangeurs ( regulation de temperature) puis dans un compresseur ( 
pressurisation) , ce compresseur etant lui meme actionne par une turbine utilisant une partie de cet air. 
Figure. 190 




Donnees 

La piece etudiee, support de tuyauterie, mise en situation (figure 5.3. 1) et dessinee (figure 5.3. 2) fait partie 
d'un ensemble (figure 5.3. 3 et 4) qui maintient la tuyauterie commune le long du longeron de voilure de 
l'avion. Figure. 191 et 192 
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Figure. 192 



Caracteristiques techniques figure.193 

Nature du materiau : "Duralumin" ( AU4G ou 2024) ; 
Mode d'obtention : usinee dans la masse ; 

Protection anticorrosion : oxydation anodique chromique ; 
Masse de la piece : 189 g 
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Module de Young : E = 72000 MPa ; 
Module de Coulomb : G = 27000 MPa ; 

Appuis : 

Appuis pivots en C et D 

Charges exterieures 

— ^ 

En A : glisseur A = 600 x - 1600 y 
— ^ 

En B : glisseur B = 600 X - 1600 y 




Travail demande 
l.En theorie des poutres 

a) Elaborer un modele d'etude qui permette de determiner les deplacements des points A et B 
ainsi que les contraintes maximales . 

Faire les hypotheses necessaires. Les preciser . 

b) Traiter ce modele a l'aide de "RDM Ossatures". 
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c) Analyser les resultats obtenus. 

2.En elasticity plane 

a) Elaborer un modele d'etude qui permette de determiner les deplacements des points A et B 
ainsi que les contraintes maximales . 

Faire les hypotheses necessaires. Les preciser . 

b) Traiter ce modele a l'aide de "RDM elasticite". 

c) Analyser les resultats obtenus et les comparer a ceux obtenus a l'aide de la theorie des poutres. 

Resultats 

Seule l'etude en elasticite plane a ete conduite. Afin de montrer l'influence d'appuis hyperstatiques sur la 
rigidite, on a mis la piece successivement en appui isostatique et en appui hyperstatique. 

Bien que la piece ne soit pas tout a fait symetrique par rapport au plan xOy ( section A- A) , on conduit une 
etude en contraintes planes. 

Appuis de type pivots en C et D ( hyperstatique) 

Maillage figure.194 et 195 




Les autres admettent une epaisseur de 8 mm 
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Appuis et deplacements en A et B figure.196 




Figure. 196 : Deformee : pivots en C et D 
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Contraintes equivalente de Von Mises figure.197 



MPa 

79.71 

64.12 

AQ Cl 
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SIGMA VON MISES 




MIN = 1.75 MPa A 86.34 mm 


MAX = 79.71 MPa A 40.86 mm 


Figure.197 : Contrainte de Von-Mises sur la frontiere superieure de la membrure horizontale 

Les maximums se situent en A et B dans les rayons de raccordement 
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SIGMA VON MISES 




MIN = 1.45 MPa A 13.64 mm 


MAX = 98.37 MPa A 177.31 mm 


Figure. 198 : Contrainte de Von-Mises sur la frontiere inferieure de la membrure horizontale 

Le maximum se situe en C dans le rayon de raccordement 
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Avec appui ponctuel en D (isostatique) 
Deformee. Figure. 199 




Deplacements du noeud B : dx = 2,28 mm ; dy = -1,06 mm 
Deplacements du noeud A : dx = 0,81 mm ; dy = -0,54 mm 

Ces deplacements sont beaucoup plus importants que pour la structure en appui hyper statique. 
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Contraintes equivalente de Von Mises figure.200 
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SIGMA VON MISES 




MIN = 4.50 MPa A 131.78 nun 


MAX = 302.61 MPa A 63.60 mm 


Figure.200 : Contrainte de Von-Mises sur la frontiere superieure de la membrure horizontale 

Le maximum de contrainte equivalente se situe au voisinage du point A 



La comparaison de ces resultats avec ceux obtenus avec appuis pivots en C et D montre tout l'interet de mettre 
la structure en appuis hyperstatique. La rigidite de la structure s'en trouve accrue. 

EX.2 Support de galet freineur 

Ce probleme est tire de la premiere epreuve d’ admissibility du concours d’Agregation Interne de Mecanique 
1996 

Objectif de ce probleme 

La fagon de poser le probleme a traiter est ici plus generale que la fag on academique qui consiste a se donner 
d’emblee les efforts appliques a la piece. 

En effet, on se propose de verifier la tenue aux efforts d’une piece appartenant a un systeme mecanique. On ne 
connait done pas directement les actions mecaniques s’exergant sur les pieces sur lesquelles on se propose de 
conduire une verification. 

Un calcul prealable, conduit en statique, est ici necessaire pour determiner les actions mecaniques appliquees 
aux pieces a verifier. 
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La donnee premiere du probleme n’est d’ailleurs pas une action mecanique, mais un deplacement de solide. 

On verra que mener a bien un tel probleme necessite un calcul iteratif et l’elaboration d’un algorithme de 
resolution. 

Presentation du systeme mecanique 

Reference au document 3 : « Fiche technique galet freineur 7302 » 

Le galet freineur de type 7302 qui fait l'objet de cette etude est con§ue par la societe SIPA ROLLER. 

C'est un systeme mecanique qui se place dans les couloirs de stockage dynamique. Son but est de maitriser la 
vitesse gravitaire de deplacement des charges transportees (marchandises, palettes, .... ). Ce galet est utilisable 
pour freiner des charges variant de 35 a 1000 kg. La vitesse de deplacement de la charge est comprise entre 0,1 
et 0,3 m/s. 

Description du galet freineur figure.201 et 202 

References aux documents 1 : plan d’ ensemble et 2 : nomenclature 

Le galet freineur est supporte sur deux rails porteurs en tole ( R) par deux colonnes support (17) et (18) et 
poutres supports (15) et (16) deformables elastiquement. L'ensemble des differents composants sont montes sur 
l'axe principal (11). Les ressorts (10) assurent un effort normal determine entre le tambour (2) du galet et la 
palette de produit a transporter. 

Le porte- satellite (1) est lie en rotation a la poutre support (15) par l'intermediaire de son embout hexagonal. 

Le tambour (2) est entraine en rotation par la palette a freiner. 

Deux trains epicycloidaux montes en serie ont pour fonction d'augmenter la frequence de rotation du porte- 
machoires (6) d'un frein a inertie dont les machoires (7) freinent le tambour (2) du galet freineur. 

La liaison entre les deux colonnes support (17) et (18) et le tambour (2) du galet est assuree par deux supports 
deformables elastiquement, reperes (15) et (16) . 



L'objectif de ce travail consiste a effectuer l'etude en elasticite plane des supports (15) et (16) du galet freineur, 
de facon a determiner faction mecanique entre la palette et le tambour pour un denivellement donne du galet 
par rapport a la voie de roulement. 



Remarques : 

- on designe par galet, repere (2), l'ensemble des elements internes au galet (reperes 1 a 14, document 1) ; 

- les deux supports, definis figure 5.3. 1, sont geometriquement identiques. Seul celui repere (15) est sollicite par 
le couple de freinage du galet au niveau de l'accouplement hexagonal; le second support est repere (16) ; 

- toutes les liaisons des supports (15) et (16) avec le galet (2) et les colonnes (17) et (18) presentent un jeu 
important. 
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Les supports (15) et (16) sont realises dans un materiau synthetique nomme PA6. L'ensemble galet est soumis : 

- a Taction de la palette, supposee reductible a un glisseur faisant un angle cp avec "y et applique au point P, 
milieu de la generatrice superieure du galet ; 

- aux actions de deux ressorts de traction agissant entre les points H et J du support (15), et H' et J' du support 
(16). 

- aux actions des deux colonnes 17 et 18 

Toutes les autres actions exterieures seront supposees negligeables. 
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Figure. 202 : Parametrage du galet et des supports 



Donnees numeriques : 

Ce paragraphe regroupe les notations et valeurs numeriques des parametres du probleme. Certains d'entre eux 
seront definis ulterieurement. 

Parametres geometriques : 

■ rayon du galet : R .2 = 42,5 mm; 



■ entraxe des colonnes (17) et (18): 

■ distance des supports (15) et (16): 

■ L x = 68 mm 

■ dj = 34 mm 

■ h = 32 mm 



AB = A'B' = e = 110 mm 
AA' = BB' = L= 120 mm 

■ L 2 = 42 mm 

■ d 2 = 10 mm 

■ a = 1 1 mm 



• 1 = 6 mm 

■ c = 13 mm 

■ b = 3 mm 
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Contact galet-palette : 

■ action palette-galet (valeur initiate consideree pour le demarrage du calcul iteratif) : 

F = 450 N 

■ angle de frottement : (p = 36° 

Ressort : 

■ L 0 = 42 mm ■ k = 22 N/mm 

Materiau synthetique PA6 des supports : 

■ module de Young : E = 1850 Mpa (N/mm 2 ) 

■ limite elastique en traction: R e = 49 Mpa (N/mm 2 ) 

Etude statique 

L'interet de cette question repose sur la prise en compte des jeux dans les liaisons pour proceder a l'etude 
statique du galet freineur, etude qui sans cette hypothese presenterait un caractere hyper statique. 

En plus des hypotheses exposees ci-dessus, on suppose pour cette etude statique (figure 5.4. B-l) : 

- que les supports (15) et (16) sont indeformables; 

- que leurs liaisons avec les colonnes (17) et (18) sont realisees avec un jeu j important (jeu au rayon: j = R - r), 
qui permet de considerer ponctuels les contacts avec ces pieces; 

- que le frottement peut etre neglige au contact des supports et des colonnes. 

- que faction de la palette sur le galet est modelisable par un glisseur note : 




palette — > galet 



} 




= —F u 

-> 

0 



Etude statique du galet 

a) L'ensemble constitue par les supports (15) et (16) et les axes (17) et (18) etant suppose rigide, proposer des 
liaisons entre le galet (2) et cet ensemble conduisant a un modele isostatique et assurant l'equilibre du galet. 

Reponse : 

Pour assurer l’equilibre du galet, sa liaison avec l’ensemble du bati suppose rigide doit etre globalement un 
encastrement. 

II est realise de fagon pratique au moyen de deux liaisons avec les supports (15) et (16). Seul le contact avec 

— ^ 

(15) est susceptible d’exercer la composante de moment suivant z assurant la fonction de freinage du galet. 
On conviendra de representer cette liaison par une liaison spherique a doigt de centre (C; z ) et la liaison avec 



(16) par une lineaire annulaire d’axe (C'; z) . 
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Etude statique du support (15) figure.203 

La figure 5.4. 2 montre, avec une amplification importante des jeux et deplacements, la geometrie de 
l'ensemble support (15) et colonnes (17) et (18) apres application des efforts sur le galet (2). 

Les points A et B sont les centres des sections des arbres (17) et (18), de rayons r. Les points A ] et B ] sont les 
centres des alesages du support, de rayons R. Les entraxes AB et A ] B | presentent une difference de longueur 
notee C, defin avec □ < j = R-r ou j represente le jeu au rayon de la liaison. 
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a) Realiser un schema du support (15) et representer graphiquement les actions mecaniques qui lui sont 
appliquees. 

b) Exprimer la relation geometrique liant les inclinaisons et g des normales au contact entre le support (15) 

et les axes (17) et (18) en fonction de j et CL 

c) Que devient cette relation si □ = 0 ? 

Reponse : 



n B v 
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Soit AB = ex l'entraxe des arbres (11) et (12) constituant le bati; l'entraxe des alesages du support a pour 



— ^ ^ ^ ^ 

expression A^ = (e + 8) x' avec (x,x') = a ou a est un angle de faible valeur. 

D'autre part, le support (15) etant en contact avec les axes (17) et (18), on a les proprietes: 

— ^ — > — > — > — > 

A X A = (R — r) n A = j n A = j(— sin0 A x + cos0 A y) 

] -> -A — > -» -> 

BjB = (R — r) n B = j n B = j(- sin 0 B x + cos 0 B y ) 

En utilisant la propriete vectorielle suivante : 

(AB+ BB X + BjA+ A X A) = 0 , on obtient en projection sur (x, y) : 

[e - j(sin0 A - sin0 B ) - (e + 8) = 0 
|j(cos0 A - cos0 B ) - a(e + 8) = 0 



soit en particular : 



sin 0 B - sin 0 A = — 

j 



(I) 



La seconde relation confirme le caractere ‘petit’ de l’angle a, pose en hypothese (ordre de grandeur de j/e)... 

Les dimensions e, R, r et 8 etant donnees, la position du support (15) par rapport aux colonnes est 
completement definie par les deux angles 0 a = 0g. La relation (I) liant ces parametres met en evidence la 
mobilite de degre 1 du support par rapport au bati suppose fixe. 



Dans le cas particular ou 8 = 0, on verifie que ©A = 0B- 



2°) Exprimer les conditions d'equilibre du support (15). En deduire: 

a) Les expressions des actions des axes en A et B, notees R A , et R B en fonction de L, e, R2, e.'L),j A- et ®B- 

b) Exprimer les conditions liant □ a et Dg a l'equilibre 

3°) 

a) Etudier le cas particulier ou les entraxes des arbres et des alesages sont egaux (□ =0). 

b) Application numerique : en deduire les valeurs numeriques des actions Ra et Rg. 



L'hypothese 0 = 0 et les expressions correspondantes des actions R A et R B sont retenues pour la suite de 
l'etude. 
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Reponse : 

Dans cette question de statique . on suppose que les petits deplacements dus aux jeux entre le support et les 
colonnes ne modifient pas sensiblement la geometrie de l’ensemble, done les relations traduisant l’equilibre. 
Cela revient a supposer que A et Ai sont confondus, de meme que B et B i. 



Equilibre du support (15) : 
- Action du galet: 



- Action de l'axe (17): 



Action de l'axe (18): 



F (17) -> (15)}- < 

A 



— ^ — 

R a = R A 11 a I 
— > 

0 



( F (18) — > (15)} " 



B 



— ^ ^ 

Rb - Rb n B I 



— ^ ^ 

Resultante en projection sur (x, y) : 



F 

- R A sin9 A - R B sin9 B + — sincp = 9 
F 

R A cos9 A + R B cos9 B - — coscp = 9 



(II) 

(III) 



— ^ 

Moment en C, en projection sur z : 



soit apres developpement : - e(R A cos9 A - R B cos9 B ) - Fsin(p(2R 2 - c) =9 (IV) 



II est possible, en combinant les equations (HI) et (IV) d’exprimer deux relations liant et 9^ d’une part, Rg 



et 0g d’ autre part : 



R a cos 9 a = F 



coscp 

4 



R b cos9 b = F 



coscp 

4 



- sin cp| 
+ sin cp[ 




(HI' ) 
(IV) 
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En replagant R A et Rg dans (II), on exprime une seconde condition sur 0 A et 0g a l'equilibre : 



tan 9 a 



4tancp 



2Ro ~ c 
2e 



+ tan 0 B 



4tancp 



2R 2 - c 

■ + + 

2e 



2 



(IF) 



a rapprocher de la condition geometrique (I) : 



sin 0 B - sin 0 A = — 

j 



Conclusion : 

Les quatre relations (I), (II), (III) et (IV) lient les quatre parametres R A , Rg, 0 A et 0g. On deduit de la 



resolution de ce systeme la position du support a l’equilibre, ainsi que les actions dans les liaisons en A et B. 

La resolution dans le cas general n’est possible que numeriquement. Seul le cas particular 8=0 conduit a une 
solution analytique simple, hypothese retenue dans la suite. 

Etude en elasticity plane 

Utilisation du logiciel d'elasticite plane «RDM Le Mans» pour etudier les contraintes et deformations du 
support (15). 

Les conditions de l'etude sont celles definies par la figure 5.3. 1, avec pour efforts : 

■ accouplement hexagonal : 






galet 



support 



q 



c 





avec L x = 132 N 



L y = -182 N et M z = -11.2 Nm 



■ Action de l'arbre (17) : 



■ Action de l'arbre (18) : 




avec X A = -55 N et Y A = 75 N 



avec Xg = -78 N et Yg = 106 N 



■ Action du ressort helicoidal : Eg = 135 N 
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Partant d’un dessin execute avec un logiciel graphique (Autocad ou DMT), on importe le dessin sous forme de 
fichier d’echange DXF dans RDM. 

On precede dans un premier temps a la definition geometrique du modele, a son maillage en elements 
triangulaires curvilignes isoparametriques a six noeuds. Le maillage a ete resserre dans la zone oil l’on s’attend 
a un fort gradient de contraintes. 

La figure du document 4 montre le resultat du maillage. 

On precede ensuite a la definition : 

- des epaisseurs ; 

- du materiau (E = 1850 MPa) 

II s’agit ensuite de definir les conditions aux limites (liaisons avec les colonnes (17) et (18) et actions exterieures). 

Description des liaisons 

La figure 205 presente le groupe des boutons disponibles dans le logiciel pour la description des liaisons des 
noeuds avec le bati. 




Noeud en appui elastic 

Noeud en appui elastique si 

Deplacement impose suivant y 

Deplacement impose suivant x 

Noeud immobilise en translation 

Noeud en appui simple de normale quelconque 

Noeud en appui simple de normale y 

Noeud en appui simple de normale x 

Figure 205 : Descriptions du groupe des liaisons 



Ces liaisons appartiennent a l'un des quatre types suivants : 
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type 1: les trois premiers boutons correspondent a des appuis simples de normale respectivement x 

(horizontale), y (verticale), et u de direction quelconque, definie par l'utilisateur; 
type 2: le quatrieme bouton correspond a une liaison du noeud interdisant son deplacement en translation; 
type 3: le cinquieme et le sixieme bouton correspondent a des liaisons imposant un deplacement connu du 

noeud, defini par l'utilisateur, respectivement suivant 7 (horizontal, note dx) et "y (vertical note dy) 
type 4: les deux demiers boutons correspondent a des appuis elastiques, pour lesquels l'action de liaison est 

proportionnelle au deplacement du noeud, respectivement suivant x (F x = -kSx) et suivant 

y ( F y = -k5y) 

Question : 

Sur la figure du document 4, definir et justifier le choix des liaisons retenues pour l'etude du support de galet. 
Indiquer avec precision quels noeuds font l'objet de liaisons, la nature de ces liaisons et les proprietes geometriques associees. 

Reponse : 

Les liaisons au niveau de chaque colonne sont modelisees par des appuis simples sur les noeuds situes a 

— ^ 

proximite immediate de la direction u definie par Tangle tp. 

Le fait de retenir plusieurs noeuds pour chacune des deux colonnes permet d’ assurer l’equilibre et de valider 
ulterieurement la position du support, par consultation des actions de contact determinees lors du calcul. 

Description des charges 

La figure 206 presente le groupe des boutons disponibles dans le logiciel pour la description des charges 
exterieures appliquees au support. 




I Action de pesanteur 

Champ de pression 

Champ d'effort 

Glisseur applique a un noeud 

Figure 206 : Description du groupe des efforts 



Ces charges appartiennent a l'un des quatre types suivants : 
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type 1 : le premier bouton correspond a un glisseur applique a un noeud, de composantes definies par 
l'utilisateur; 

type 2 : le second bouton correspond a une charge lineique, de composantes definies par l'utilisateur et appliquee 
sur une partie du contour de la piece; 

type 3 : le troisieme bouton correspond a un champ de pression uniforme sur une partie du contour exterieur de 
la piece; 

type 4 : le dernier bouton correspond a faction de pesanteur, definie par les donnees relatives a la geometrie de 
la piece (volume) et sa masse volumique (materiau). 

Sur la figure du document 4 , definir et justifier les charges a appliquer au support pour proceder a son 
etude. Indiquer avec precision quels sont les noeuds soumis a ces actions, leur type et leurs proprietes 
geometriques et numeriques. 

Reponse : 

Accouplement hexagonal avec le galet : 

Les efforts effectivement appliques au niveau de V accouplement hexagonal ne peuvent pas etre connus 
avec precision ; on choisira par consequent un mode de chargement dont le torseur associe est conforme a 
celui resultant de faction du galet. Par exemple: 

■ trois glisseurs appliques aux sommets de l’hexagone H ] , H 2 et H 3 , de resultantes identiques, egales a 
F 

6 ; 

■ deux glisseurs appliques aux sommets Hq et H 3 de l’hexagone, de resultantes identiques de normes 

egales a FR i sm< P _ disposes tangentiellement au cercle de centre C et de rayon p. 

2 P 

II ne faudra pas s’attacher aux resultats trop proches de ces points ( principe de Saint-Venant). 

Action du ressort : 

L’ action du ressort sera modelisee par deux glisseurs opposes, appliques aux noeuds H et J et de norme 
Fr= 135 N pour demarrer le processus de calcul. 
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Conditions de 1' etude 

Preciser et justifier en quelques mots le type d'etude envisagee: contraintes planes ou deformations planes. 
Indiquer les parametres a consulter au niveau des resultats pour verifier l'aptitude de la piece a satisfaire 
aux exigences du fonctionnement. 

Reponse : 

Compte tenu de la faible epaisseur du support, de la symetrie plane de sa geometrie et des efforts appliques, 
une etude en contraintes planes est retenue. 

En regie generate, une etude en elements finis suppose que les conditions aux limites (liaisons et efforts) 
sont connues. 

Dans le cas particular de ce probleme, l’action Fr du ressort depend de la deformation du support, qui 
depend de Paction de la palette, elle-meme fonction de Paction du ressort. Une telle situation ne trouve sa 
solution qu’au prix d’une succession d’etudes approchant progressivement de la solution effective. 

La demarche utilisee est la suivante : 

Les resultats de P etude en statique constituent un point de depart ‘raisonnable’ de la recherche iterative. 

On suppose connues les valeurs des efforts F et Fr ; P application du calcul permet de determiner le 

deplacement du point C et la longueur effective du ressort. A partir de ces resultats, on evalue de nouveau 
P effort F pour atteindre un deplacement vertical de l’accouplement hexagonal de 5 mm, et la valeur de Fr 

a partir de l’allongement du ressort... 

Ce processus est repete jusqu'a ce que le deplacement du point C soit voisin de 5 mm et Paction du ressort 
en coherence avec son allongement. 

Un algorithme possible de resolution est alors le suivant : figure. 207 
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Figure 207 : Algorithme de resolution 



Modele definitif 



Le modele d’ etude en terme de : 

- maillage ; 

- appuis ; 

- efforts 

est conforme a celui schematise sur la figure 209.Toutes ces donnees sont repertoriees dans le 
fichier de calcul : galet.cal, ne pas oublier que le module de Young du materiau est de 1850 MPa. 
Trois iterations sont necessaires pour obtenir une convergence satisfaisante du processus. 
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Figure 210 : Galet freineur 
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